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INTRODU CCION 


Las primeras relaciones geometricas conocidas surgieron de la necesidad de medir ter- 
renos o volumenes de cuerpos. As! la relacion pitagorica c 2 = a 2 + b 2 era usada por los egip- 
cios para trazar angulos rectos y era conocida por los babilonios y los chinos. 

Pero fueron los griegos quienes, alrededor del siglo VII antes de Jesucristo, comenzaron a 
efectuar un estudio sistematico de las propiedades geometricas y a deducir unas de las otras, 
poniendo asi los cimientos de la geometria como ciencia. 

En el siglo II A.c. en la ciudad de Alejandria, Euclides comprendio la matematica cono¬ 
cida hasta entonces en los famosos "Elementos", en los que realizo la proeza de crear el 
metodo axiomatico al levantar el edificio de toda la matematica conocida en base a unos 
pocos postulados. 

Con el progeso de las ideas matematicas se vio que los axiomas de Euclides no eran su- 
ficientes para el desarrollo riguroso de la geometria. Un factor contribuyo notablemente a 
esto: los esfuerzos hechos por muchisimos matematicos, en los mas de 2.000 anos posteri- 
ores a Euclides, para "probar" el postulado de la paralela en base a los demas postulados. 

Hoy sabemos que es imposible hacerlo porque ese postulado es independiente de los 
demas, pero muy buenos matematicos, Legendre entre otros, pusieron en evidencia al efec¬ 
tuar numerosas demostraciones incorrectas, por una parte la insuficiencia de los postulados 
de Euclides y por otra la independiencia del postulado de la paralela. Lobachevski y Bolya 
fueron los primeros en desarrollar geometrias en las que ese postulado es reemplazado por 
la existencia de mas de una paralela, naciendo asi las geometrias no euclidianas. 

Alrededor del ano 1900 otro gran matematico, David Hilbert, publico sus "Fundamentos 
de Geometria" en los que desarrolla de manera impecable el edifico de la geometria en base 
a 19 axiomas, distribuidos en cinco grupos. 

Como en este breve curso no disponemos del tiempo necesario para hacer el desar¬ 
rollo completo de esta teoria, daremos idea del significado de los axiomas de cada grupo, 
pero nosotros tomaremos como axiomas algunas proposiciones que, en realidad, pueden 
ser probadas en la teoria completa. 

Axiomas de incidencia: Expresan las relaciones entre los entes geometricos: puntos, rec- 
tas y pianos. Por ejemplo: dos puntos determinan una unica recta; una recta contiene por 
lo menos dos puntos; si un piano contiene dos puntos de una recta, contiene a toda la recta; 
si dos pianos tienen un punto en comun entonces tienen una recta comun; tres rectas no 
colineales determinan un unico piano, etc. 

Como vemos, estos axiomas expresan propiedades del espacio, propiedades que nos lie- 
van, por abstraccion, a los conceptos de punto, recta y piano. Estos antes no se definen sino 
que quedan definidos por las propiedades y relaciones expresadas por los axiomas. 
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Axiomas de orden: Se refieren al orden de los puntos sobre la recta, asi A esta entre B y 
C corresponde exactamente a la idea que esa frase nos sugiere sobre la situacion relativa de 
los tres puntos: 


B A C 

j _i_L. 


Observemos que este tipo de orden no puede definirse entre los puntos de una circun- 
ferencia: 



Axiomas de congruencia: Expresan la relacion de congruencia o igualdad de segmento, 
angulos y triangulos. Son los que hacen validas construcciones tales como un segmento 
igual a otro sobre cualquier semirrecta, o un angulo igual a otro. 

El termino congruente es mas adecuado que el termino igual, si este ultimo se entiende 
como identidad. Un segmento es identico solamente a si mismo, es congruente, en cambio, 
con infinitos segmentos con los cuales es posible hacerlo coincidir. La idea de movimiento, 
por lo tanto, esta bien implicita en este grupo de axiomas. 

Axioma de la paralela: Afirma que por un punto exterior a una recta pasa una sola par- 
alela a ella. 


E 


Axiomas de continuidad: Estos axiomas, que son dos, permiten establecer una corre- 
spondencia biyectiva entre los puntos de la recta y los numeros reales. Euclides no suponia 
axiomas de continuidad, porque los griegos preferian no trabajar con numeros, ya que no 
tenian una defenicion satisfactoria de los irracionales. 

En nuestro curso adoptaremos como axiomas los tres primeros criterios de congruen¬ 
cia de triangulos (Hilbert solo toma al primero como axioma) y aceptaremos todas aquellas 
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propiedades de incidencia, orden y congruencia que son evidentes a nuestra intuicion. Tam- 
bien aceptamos el axioma de la unicidad de la paralela. En base a estos axiomas desarrollare- 
mos los teoremas relativos a las propiedades de triangulos, pollgonos, clrculos, paralelismo 
de rectas y semejanza de triangulos. 

En la segunda parte del curso se introducen las coordenadas y los vectores en el piano y 
en el espacio, es decir, se hace geometrfa analltica, que es la geometria con coordenadas. 

Elacemos uso del calculo vectorial para evaluar distancias de puntos a rectas o pianos, 
angulos, superficies y volumenes. 

Es necesario que el alumno adquiera soltura en el manejo del calculo vectorial, her- 
ramienta muy util en el tratamiento y resolution de problemas. 



TEMA1 


Elementos de la Geometria 


La geometria elemental es la geometria de Euclides. Comenzaremos estudiando la ge¬ 
ometria del piano. 

En el piano existen subconjuntos llamados rectas. Suponemos que sobre toda la recta 
puede fijarse un sistema de coordenadas, tomando un punto como origen y asignandole el 
numero cero. A1 tomar otro punto U queda determinado el segmento OU, que tomamos 
como unidad de medida. A U le corresponde el numero 1 y a todo otro punto A de la recta le 
hacemos corresponder el numero real a, positivo si A esta en la semirecta de origen O que 
contiene a U y negativo si esta en la semirecta opuesta. 


c_0_1_a_b_ 

C O U A B 


1.1 Longitud de un segmento 


Dados dos puntos A y B, el segmento AB es el conjunto de puntos de la recta determi- 
nadapor Ay B que estan entre Ay B. 

La longitud del segmento AB se define como \ b - a\ si a y b son los numeros correspon- 
dientes a los puntos Ay B. Esto equivale a medir con una regia graduada en la que la unidad 
de longitud sea OU. Llamaremos | AB\ a la longitud de AB. 

El numero \b-a\ tambienexpresaladistanciari(A,5) entre los puntos AyB. 

O sea d(A,B ) = \AB\ = \b-a\. 


1 
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Boa 

i- 1 -r 

b o a 


Observese que \b-a\ - a - b si b < a. 

Si medimos con la misma unidad sobre todas las rectas del piano (o del espacio) pode- 
mos definir la: 


1.2 Congruencia de segmentos 

Dos segmentos se dicen congruentes si tienen la misma longitud. 

Si AB y CD son congruentes escribimos AB = CD. La relation de congruencia es una 
relation de equivalencia, ya que tiene las propiedades: 


AB = AB (reflexividad) 

AB = CD => CD = AB (simetria) 

AB = CD, CD = EF => AB = EF (transitividad) 

Con la relation de congruencia esta relacionada la notion de movimiento: si dos seg¬ 
mentos son congruentes puede desplazarse uno de ellos hasta superponerse sobre el otro. 


1.3 Angulos 

Dos semirectas con origen comun, en el piano, dividen a este en dos subconjuntos. El 
menor se llama angulo convexo y el mayor angulo concavo. 

Si las semirectas son opuestas se obtienen dos semipianos, decimos que son angulos 
llanos. 



Si no hay posibilidad de confusion, usaremos la notation AOB, donde Ay B son puntos 
de los lados del angulo. A veces lo designaremos con la letra del vertice o con una letra griega. 



i.3. Angulos 
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CAB = A - a 

Congruencia de angulos: Los angulos se miden con un transportador, que es un un semitir- 
culo o tirculo graduado. Dos angulos que determinan el mismo arco sobre la circunferencia 
de un mismo transportador se dicen congruentes. 

Dos angulos congruentes tienen la misma medida con respecto de la unidad del trans¬ 
portador, que es generalmente el grado. (En este caso el transportador esta dividido en 180° 
grados). 




Entonces POQ = P’O’Q’ si PQ = P’Q’ sobre el mismo transportador. 

Muchas veces conviene considerar los angulos como giros: puede pensarse en una semir- 
recta que gira a partir de una position initial, en uno u otro de los sentidos del piano. Si gira 
en sentido contrario al de las agujas del reloj, el angulo es positivo y negativo en caso con- 
trario. Asl: 




AO A = 50° BOB = -50° 

Esto es util cuando se trata de sumar angulos: para sumar varios angulos se colocan 
todos con vertice en un punto del piano y se hacen corresponder las semirrectas lados de los 
angulos, dibujando a estos de acuerdo con su sentido de giro: 
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Hemos representado a + /5 + 7 donde a y 7 son positivos y ft negativo. 


1.4 Angulos adyacentes 

Dos angulos de igual vertice se dicen adyacentes si tienen un lado comun y los otros dos 
son semirrectas opuestas. 

En la figura, BAC y CAD son adyacentes: 


c 



Si medimos con un trasportador dividido en grados podemos decir que si BAC y CAD 
son adyacentes, entonces 

CAD + BAC = 180° 

Los angulos cuya suma vale 180° se llaman suplementarios. 

Los angulos suplementarios no tienen que ser adyacentes: 




BAC + DEF= 180 


i.5. Angulo recto 
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1.5 Angulo recto 

Se llama asi a todo angulo que sea igual a su adyacente. 
Los angulos rectos miden 90° 


B 


D 


A 


C 


bAc = BAD, bAc adyacente a BAD => BAc = BAD = 1 R 

(Hemos puesto "igual" en vez de "congruente" aunque en realidad ellos son angulos 
diferentes, que tienen igual medida. Es costumbre hacerlo asi) 


1.6 Rectas perpendiculares 

Son las rectas que se cortan formando angulos rectos. Basta que uno de ellos sea recto. 
Asi en la figura, basta que BAc sea recto: 


B 


□ 


A 


C 


En efecto, si BAc es recto: 
bAc = BAD por definition de angulo recto 
BAc = DAE por opuestos por el vertice 
BAc = CAE por opuestos por el vertice. 

Por un punto de una recta o por un punto exterior a una recta siempre pasa una recta 
perpendicular a ella. 


1.7 Conjuntos convexos 


Un punto de una recta la divide en dos semirrectas. 
Una recta de un piano divide a este en dos semipianos. 
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Un piano en el espacio divide a este en dos semiespacios. 

Semirrectas, semipianos y semiespacios son ejemplos de conjuntos convexos. 



Definicion: Un conjunto C se dice convexo si con cada par de puntos P e C, QeC, 
todos los puntos del segmento PQ estan C. 

Todos conocemos la figura llamada triangulo de vertices A, B, C, figura formada por tres 
puntos no alineados y los segmentos que los unen. 

Dado un triangulo ABC, la recta AB determina dos semipianos. Igualmente AC y BC. 

Si consideramos el semipiano respecto de AB que contiene a C, el semipiano respecto 
de BC que contiene a A y el semipiano respecto a AC que contiene a B, la interseccion de 
estos tres semipianos es un conjunto convexo que se llama interior del triangulo. 



Esta es una propiedad general: la interseccion de conjuntos convexos es un conjunto 
convexo. Lo demostraremos para el triangulo: 

Teorema 1.1 El interior de un triangulo es un conjunto convexo. 

Demostracion: Llamemos Ci,C 2 ,C 3 a los semipianos cuya interseccion Ci n C 2 n C 3 
es el interior del triangulo. 

Sean P y Q puntos de Ci n C 2 n C 3 . Si P e Ci n C 2 n C 3 entonces P e Ci. Analogamente 
Q e Ci. Como Ci es convexo, el segmento PQ esta contenido en Ci. Del mismo modo se 
demuestra que PQ esta contenido en C 2 y tambien en C 3 . Por lo tanto el segmento PQ esta 



i.8. sumadeAngulos 
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contenido en Q n C 2 n C 3 . 

Un cuadrilatero, en cambio, puede tener interior convexo o no: 


c 




En la segunda figura, hay puntos del segmento PQ que no pertenecen al interior de 
ABCD. Los conjuntos no convexos se llaman concavos. 


Angulos convexos y concavos: Dos semirrectas de origen comun determinan dos regiones 
del piano. A menos que las semirrectas sean opuestas una de las regiones es convexa y la otra 
concava. A la primera se la llama angulo convexo y a la segunda angulo concavo. 



Corresponden a medidas menores de 180° 6 mayores que 180° respectivamente. Un an¬ 
gulo de 180° esta formado por dos semirrectas opuestas. Se lo llama angulo llano. 


1.8 Suma de angulos 

Ya vimos que los angulos pueden tambien considerarse como giros de una semirrecta 
en el piano. Una semirrecta puede girar en el sentido de las agujas del reloj o en el sentido 
contrario. Este es ultimo es considerado el sentido positivo de giro. 
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Si el sentido es positivo se le asigna medida positiva, negativa en caso contrario. 

De este modo podemos sumar los angulos, sumando sus medidas. Y se define la diferen- 
cia a- p = a + (-/l). 

El angulo de 360° representa un giro completo y la suma de muchos angulos lleva a con- 
siderar angulos de mas de un giro. 

Eligiendo un angulo unidad, por ejemplo el grado, existe una correspondencia entre to- 
dos los giros posibles y el conjunto de los numeros reales. 

Elna unidad conveniente para la medida de angulos es el radian porque esta asociado 
con la longitud de la circunferencia. 


1.9 Radianes 

Definition: Radian es el angulo que abarca un arco de circunferencia igual al radio de 
la misma. 

No es facil encontrar la longitud de un arco de curva, pero en la circunferencia esas lon¬ 
gitudes son proporcionales a los angulos centrales, por lo que para la medida de un angulo 
en radianes se puede establecer la proportion donde 2n es la longitud de la circunferencia 
unidad: 


a° _ x 

180° ~~ 7i 



En particular para el radian tenemos la proportion 

1 _ x ° 
n ~ 180° 
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de modo que, siendo n irrational, solo podemos obtener para x el valor aproximado 

x° = 57°17’44”,8... 


1.10 Lugares geometricos 

Se dice que una figura es el lugar geometrico de los puntos que satisfacen a una condi¬ 
tion o condiciones dadas cuando, llamando F a la figura: 

a) Todo punto F satisface la condition. 

b) Todo punto que satisface a la condicon pertenece a la figura. 

Ejemplo 1: La circunferencia es el lugar geometrico de los puntos del piano que estan a 
distancia r de un punto O en el piano. 

La condition para que P este en la circunferencia de centro O y radio r es que 

\OP\ = r 

Ejemplo 2: Todos conocemos la construction de la elipse mediante un hilo o cordel de 
longitud l, fijando sus extremos en dos puntos F\ y F 2 . 



La elipse resulta as! el lugar geometrico de los puntos del piano tales que, la suma de sus 
distancias a dos puntos fijos es constante. 


Ejercicio 1 


Ejercicios 


En cierta region hay tres pueblos A,ByC, que estan situados en linea recta. Si la distancia 
de A a B es de 8 Km y la distancia de B a C es de 14 Km: 

a) ^Sera posible decir que pueblo esta entre los otros dos? ^Que pueblo no esta entre los 
otros dos? 



10 


TEMA 1. ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA 


b) Si sabemos, ademas, que la distancia de A a C es de 6 Km. iQue entre los otros dos? 

Ejercicio 2 


SiA,ByC son tres puntos de una recta cuyas coordenadas son a, b y c respectivamente, 
si vale: 

\a-b\ + \c-b\ = \a-b\ 

^Que punto esta entre los otros dos? Justifique la respuesta. 

Ejercicio 3 


^Cual es la distancia entre los puntos de una recta cuyas abscisas son los numeros reales 
-2yV3? 

^Esa distancia? ^Es un numero racional? ^Por que? 


Ejercicio 4 


Todos conocemos el teorema de Pitagoras: Si a y b son los catetos de un triangulo rec- 
tangulo y c su hipotenusa entonces c 2 = a 2 + b 2 . 
a) Observe la figura y demuestre que |OP| = \fl. 


P 



b) Si |PHi | = 1 obtener un punto cuya abscisa es \/3. 

p 


0 \2 Hi 


c) Generalizar par obtener \/~A, \/5, \/6.\/7, etc. 

Ejercicio 5 


Los Sulvasutras, antiguas escrituras religiosas hindues de alrededor del 500 A.C, con- 
tienen reglas para la construccion de altares entre las que figuran aproximaciones empiricas 
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del problema de la cuadratura del clrculo, que son equivalentes a tomar como medida del 
lado del cuadrado los numeros: 

13 , , 3d 

a) s=—d b) 5=- — 

15 2 + V2 

donde d es el diametro de la circunferencia y s el lado del cuadrado cuya area aproxima la 
del clrculo de ese diametro. 

Estas formulas iQue aproximacion dan para el numero irracional 7r? 

Ejercicio 6 


a) jCuanto mide el arco de circunferencia de radio igual a 3 cm correspondiente a un 
angulo central de 2 radianes? 

b) ySi el angulo central mide 55° ? 
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TEMA2 


Triangulos 

2.1 Congruencia de triangulos 


Si ABC y A’B’C’ son triangulos, decimos que ellos son congruentes cuando tienen lados 
congruentes y angulos congruentes. 


Asi AB = A’B’, AC = A’C’, BC = B’C’ 

A = A’, B = B’, C = C’ 


=> ABC = A’B’C’. 


En muchos problemas se conoce la congruencia de tres elementos y esto basta para ase- 
gurar la congruencia de triangulos. Los enunciados que afirman cuando es posible asegurar 
la congruencia se llaman criterios de igualdad de triangulos. 

Vamos a justificar los dos primeros como lo hacia Euclides, mediante el movimiento que 
permite la superposition de los triangulos. 

Es decir, no los demostraremos en base a axiomas, pero la justification es suficiente- 
mente intuitiva como para hacer aceptable el criterio. 

Primer criterio: Si dos triangulos tienen congruentes dos lados y el angulo comprendido, 
ellos son congruentes. 


Sean ABC y A’B’C’ triangulos en los que AB = A’B’, AC = A’C’ y A = A’. 

c c' 
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Si por ejemplo, recortamos el primer triangulo y lo movemos sobre el papel de modo 
que A coincida con A’ y la recta AB con la recta A’B’, entonces el punto B coincidira con B’ 
puesto que AB = A’B’. 

A1 ser A = A’ la semirrecta AC se superpone a la semirrecta A’C’ y el punto C coincide 
con C’ puesto que AC = A’C’. 

De modo que el triangulo ABC se superpone al triangulo A’B’C’ por lo que los demas 
elementos de los triangulos son congruentes (lado BC y angulos By C). 

Se ha usado asi la idea intuitiva de congruencia, que es la de superposition de las figuras. 

Observese que los triangulos pudieran estar situados de esta manera: 




En este caso, para superponerlos hay que rotar el triangulo recortado ABC en el espacio 
para poder superponerlo a A’B’C’. 

La posibilidad de hacer estos movimientos nos permite enunciar y tomar como axioma 
al primer criterio de congruencia. 

Segundo criterio: Si dos triagulos tienen un lado y los angulos adyacentes al mismo, 
ellos son congruentes. 




Sean ABC y A’B’C’ tales que AB = A’B’, A = A’,B = B’. 

Un movimiento rigido, como hicimos antes, que lleve A a coincidir con A’ y aplique la 
recta AB sobre A’B’, aplica B sobre B’ puesto que AB = A’B’. 

Como A = A’ la semirrecta AC pasa en A’C’, analogamente la semirrecta BC debe apli- 
carse sobre B’C’ porque B = B'. 

Por lo tanto C coincide con C’ y el triangulo ABC es congruente con A’B’C’. 

Un poco de reflexion le mostrara que no es posible justificar, mediante el movimiento, el 
tercer criterio. 

Esto se debe a que, en este criterio, no se supone la congruencia de ningun angulo. 


tercer criterio: Dos triangulos que tienen los tres lados congruentes, son congruentes. 


AB = A’B’, AC = A’C’, BC = B’C’ => ABC = A’B’C’ = A’B’C’. 
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Justificaremos este criterio mediante un argumento de tipo "mecanico": si se construye 
un triangulo con tres barras articuladas que tengan las longitudes de los lados AB, AC y BC, 
a pesar de tener articulaciones moviles, es imposible variar la forma de este triangulo, a difer- 
encia de lo que sucede si las barras son cuatro. 

Por lo tanto hay un solo triangulo que tenga tres numeros dados como longitudes de sus 
lados, solo varia su position en el piano. Colocandolo sobre ABC y luego sobre A’B’C’ se 
verifica que ABC = A’B’C’. 

Esta justification es aun mas inaceptable como demostracion , de modo que consider- 
aremos el tercer criterio como axioma, al igual que el primero y el segundo. 


2.2 El Teorema del angulo exterior 

Como hemos supuesto que la recta esta en correspondencia con los numeros reales, 
siempre es posible determinar el punto medio de un segmento. Esto nos permite probar 
un importante teorema: el teorema del angulo exterior. 

Definition: Se llama angulo exterior de un triangulo a to do angulo adyacente a un angulo 
interior del triangulo. 



En la figura, cualquiera de los angulos marcados con la letra a es adyacente a A, etc. 

Aparecen dos angulos exteriores por cada angulo interior, angulos que son iguales porque 
son opuestos por el vertice. 

Observando las figuras: 
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en la primera es evidente que el angulo exterior 8, adyacente a B, es mayor que los angulos 
interiores iyC, no adyacentes a <5. Pero en la segunda figuraya no es tan evidente, por ser 
los angulos mas pequenos. Por eso vamos a probar el: 

Teorema del angulo exterior. Todo angulo exterior de un triangulo es mayor que cualquier 
angulo interior no adyacente al mismo. 



Hipotesis: S adyacente a B 
Tesis: S > C, 8 > A 

Demostracion: 

Sea M el punto medio de BC. 

Tracemos la recta AM y tomemos sobre ella un punto D tal que AM = MD. Los triangu- 
los AMC y BMC son congruentes por el primer criterio. 

En efecto: AM = MD por construction. 

CM = MB por ser M el punto medio de BC. 

AMC = BMD por opuestos por el vertice. 

Entonces C = ACB = CBD. ■ 

Como la semirrecta BD es interior al angulo 8 se tiene CBD = C <8. 

Para probar que A < 8 consideremos el angulo opuesto por el vertice, que es igual a 8, y 
procedemos igual que antes, tomando el punto medio de AB. 

Queda como ejercicio demostrar que A < 8. 




2.2. EL TEOREMA DEL ANGULO EXTERIOR 
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Utilizando este teorema, podemos demostrar un cuarto criterio de congruencia de trian- 
gulos. 

Cuarto criterio: Si dos triangulos tienen congruentes un lado, un angulo adyacente al 
mismo y el angulo opuesto, ellos son congruentes. 


c C' 



Hipotesis: AB = A’B’, A = A’, C = C’ 

Tesis: ABC = A’B’C’ 

Este teorema es un ejemplo de razonamiento por reduction al absurdo . 

Este tipo de prueba consiste en negar la tesis y razonar correctamente hasta llegar a una 
contradiction con la hipotesis 6 con algun teorema ya demostrado. Como la geometria no 
debe contener contradicciones, no puede ser cierta la negation de la tesis, por lo tanto la 
tesis es cierta. 

Demostracion: Supongamos que ABC no sea congruente con A’B’C’. Entonces algun 
lado que no figure en la hipotesis debe ser diferente en los dos triangulos, porque de otro 
modo estos serian congruentes por el tercer criterio. 

Por ejemplo, sea A’C’ > AC. Construyamos sobre la recta A’C’ el segmento A’D = AC. 



Los triangulos A’DB’ y ACB tienen: 

AB = A’B' por hipotesis 
AC = A’D por construction 
A = A’ por hipotesis 

luego por el primer criterio ABC = A’B’D. 

Entonces A’DB’ - C 

Como C = C’ por hipotesis entonces A’DB’ = C 

Pero el angulo A’DB’ es exterior al triangulo B’DC’ y A’DB’ = C’, es decir, el angulo ex¬ 
terior es congruente con un angulo interior no adyacente. Esto contradice al teorema del 
angulo exterior. 
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Esta contradiction muestra que nuestra suposicion no puede ser cierta. O sea que ABC 
y A’B’C’ son congruentes. ■ 

Si fuese A’C’ < AC el razonamiento es parecido - Queda como ejercicio. 

Observation. Desde el punto de vista logico, la tesis es una proposition P. A1 suponer que 
ella no es valida, estamos suponiendo que la proposion no-P es cierta. 

A1 llegar a una contradiction, queda demostrado que no-P no puede ser cierta. 

O sea, vale no-no - P=P. (Principio de tercero excluido). 

En los cuatro criterios, hay tres elementos congruentes, de los cuales por lo menos uno 
es un lado. Asi, podemos reunir el segundo y el cuarto criterio y decir que dos triangulos son 
congruentes si tienen un lado y dos angulos congruentes. Criterio LAA. 

El primero seria LAL y el tercero LLL. 

Pero no es cierto que dos lados y un angulo sea criterio a menos que el angulo sea el com- 
prendido entre los lados. 


Observando la figura se ve que los dos triangulos A’B’D y A’B’C’ tienen dos lados con¬ 
gruentes con el triangulo ABC y tambien el angulo opuesto a uno de ellos. 




Los triangulos A’B’C’ y ABC verifican: 

AB = A’B’, BC = B’C’, A = A’ sin embargo ABC £ A’B’C’. 

Por lo tanto dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos no es criterio de congruencia de 
triangulos. 

Si C’ = D, el angulo C es recto en la segunda figura, es decir el triangulo es rectangulo. En 
ese caso si vale como criterio, como veremos mas adelante. 


2.3 Triangulos Isosceles 


Si un triangulo tiene los tres lados iguales se llama equilatero. Si tiene dos lados iguales se 
llama isosceles. El tercer lado se llama base del triangulo isosceles. Naturalmente, un trian¬ 
gulo equilatero es isosceles y cualquier lado puede ser tornado como base. A los triangulos 
con los tres lados diferentes suele llamarselos escalenos. 



2.3. TRlANGULOS ISOSCELES 
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Los triangulos isosceles tienen la propiedad de tener iguales los angulos opuestos a los 
lados iguales, que se llaman angulos de base. Euclides demostro este teorema haciendo una 
construccion cuya figura fue llamada "pons asinorum", que significa puente de los asnos. El 
nombre se refiere a la forma de la figura, no a la dificultad del teorema, que solo usa criterios 
de igualdad de triangulos. 

Teorema del triangulo isosceles. Los angulos de la base de un triangulo isosceles son iguales. 

Hipotesis: AB = AC 

Tesis: B = C 

Demostracion: Prolongamos los lados AB y AC. 

Sobre AB tomamos el punto D y sobre AC construimos el segmento CE = BD 


A 



Como AB = AC por hipotesis, BD = CE por construccion, 

Sumando AB + BD = AC + CE o sea AD = AE 

Entonces los triangulos ACD y ABE son congruentes, ya que: 

AD = AE por lo que hemos demostrado 
AC = AB por hipotesis 
A - A comun 

Siendo ACD = ABE entonces CD = BE y D = E. Por lo tanto, los triangulos BCD y CBE 
son congruentes por el primer criterio ya que CD = BE, BD = CE, D = E. 

Entonces, los demas elementos son congruentes, por ejemplo DBC = BCE. Estos angu¬ 
los son adyacentes a los angulos de la base. Siendo iguales, sus adyacentes tambien lo son. 
Hemos asi demostrado que B-C. ■ 

Finalmente, podemos afirmar que: en todo triangulo, a los lados iguales se oponen angu¬ 
los iguales. 
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2.4 Relaciones entre lados y angulos de un triangulo 



c 



El lado a es mayor que b 6 c, el 
angulo A opuesto a a es tambien 
mayor que B 6 C. Esta propiedad 
es general: 


Teorema 2.1 En todo triangulo, a mayor lado se opone mayor angulo. 

Hipotesis: AC < AB 
Tesis: B <C 


B 



Demostracion: Sobre el lado mayor AB construya el segmento AD = AC. 
Use el teorema del angulo exterior. 


Tambien vale el teorema reciproco a este teorema. 

Teorema 2.2 En todo triangulo, a mayor angulo se opone mayor lado 

Elipotesis: 

Tesis: 

Demostracion: Esta demostracion puede hacerse por el metodo de reduccion al absurdo, 
usando el teorema 1 y el teorema del triangulo isosceles. Ejercicio. 

Tambien por el metodo de reduccion al absurdo podemos probar el teorema reciproco 
del teorema del triangulo isosceles: 













2.4. RELACIONES ENTRE LADOS YANGULOS DE UN TRlANGULO 
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Teorema 2.3 Si un triangulo tiene dos angulos iguales, es isosceles 

Hipotesis: 

Tesis: 

Demostracion: Ejercicio. 

Ahora estamos en condiciones de probar un teorema relativo a triangulos "rectangulos" 
Teorema 2.4 En un triangulo rectangulo, la hipotenusa es mayor que los catetos. 
Demostracion: Sea BAC rectangulo con A = 1 R. 

La hipotenusa se opone al angulo recto A. El angulo 8 adyacente a A es tambien igual a 
un angulo recto, por deficion de angulo recto. 


c 



Como 8 es exterior al triangulo (adyacente a A) vale 8 > C,8 > B, por el teorema del 
angulo exterior. 

Siendo A-8 queda demostrado que A> Cy A> B. 

Entonces por el teorema segundo (a mayor angulo se opone mayor lado) resulta BC > 
AB, BC > AC, es decir, la hipotenusa es mayor que los catetos 


Corolario Dada una recta fyun punto exterior P, el segmento mas corto que une a 
P con puntos de £ es el segmento de la perpendicular a £ por P. 

Demostracion: Sea El el pie de la perpendicular por P a £. 

Sea Q otro punto cualquiera de £. 



Entonces PHQ es rectan¬ 
gulo y PQ su hipotenusa 


En el piano o en el espacio, el camino mas corto para ir de un punto A a otro B es la linea 
recta, es decir, el segmento AB. 


En un triangulo, esta propiedad se expresa en el teorema: 
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Teorema 2.5 En todo triangulo, un lado es menor que la suma de los otros dos. 

Demostracion: 

Si un lado del triangulo es menor o igual que otro, para este lado la propiedad se cumple. 
Por lo tanto basta probarla para el lado mas largo. 

Por ejemplo, sea AB > AC y AB > BC. Tracemos por C la recta CD perpendicular al lado 
AB. 

El punto D es interior al segmento AB, pues si fuese exterior (o coincidente con A 6 B) 
tendrfamos: 


C 



CDB rectangulo, 

D = IR^CB>DB. 

Como DB > AB seria AB < CB, 
en contra de lo supuesto. 


Entonces, al trazar CDEAB se forman dos triangulos rectangulos ADC y CDB: 

C 



En ADC vale AC > AD (teorema 4) 
En CDB vale CB > DB (teorema 4) 
Luego AB = AD + DB < AC + CB. 


2.5 Criterios de congruencia de triangulos rectangulos 


1. ) Los catetos congruentes. 


c 



C’ 



AB = A’B’ 
AC = A’C’ 
A = A=IR 


El primer criterio asegura ABC = A’B’C’. 


2. ) Eln cateto y un angulo: 












2.5. CRITERIOS DE CONGRUENCE DE TRENGULOS RECTANGULOS 
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i) Si el angulo es adyacente al cateto resulta del segundo criterio. Por ejemplo: 


c 



C' 



AC = A’C’ 
C = C’ 

A = A’ = ir 


ii) Si el angulo es opuesto al cateto resulta del cuarto criterio. Por ejemplo: 


c 



C' 



AB = A’B’ 
C = C’ 

A = A’ = ir 


3. ) La hipotenusa y un angulo agudo. 

El angulo recto es opuesto a la hipotenusa y el angulo dado adyacente a ella. 
La congruencia resulta del cuarto criterio. Haga la figura. 


4. ) Los catetos y la hipotenusa (tercer criterio) 


5. ) La hipotenusa y un cateto. 

Este caso necesita demostracion. 
c C' 




Supongamos que AC = A’C’ y BC = B’C’. 

Consideremos sobre la recta AB el pun to D tal que AD = A’B’. 
Entonces: 


DAC = B’A’C’ (l er criterio) Como 
DC =C’B’ = CB el triangulo DCB 
es isosceles y por el teorema de 
Euclides D = B. Si D - B y D = B’ 
entonces B - B’ y ABC = A’B’C’ 
por el cuarto criterio. 

Proponemos ahora dos teoremas faciles para que el alumno los demuestre. 

Escriba en cada caso la hipotesis y la tesis, haga la figura y recuerde que puede usar 
cualquier propiedad demostrada hasta ahora. 

Teorema 2.6 Si ABC es isosceles con AB = AC y M es el punto medio de BC entonces 


C 



AM1BC 
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Hipotesis: 

Tesis: 

Demostracion: Ejercicio. 

Teorema 2.7 Si ABC es isosceles con AB = AC y se traza por A la perpendicular a la base 
BC, obteniendo el punto N, entonces N es el punto medio de BC. 

Hipotesis: 

Tesis: 

Demostracion: Ejercicio. 


2.6 Construccion de la perpendicular a una recta por un 

punto exterior 


Con el compas, haga el centra enPy abra el compas de modo que corte a l en dos puntos 
My N. Con centra en M y N trace dos arcos que se corten en Q. Entonces PQ es perpendic¬ 
ular a l. 

Demuestrelo. 

p 


■v 

M 


H 


N 


t 


Q 

Indicacion. Demuestra que PMQ = PNQ, y deduzca que PHM = PHN. 


P 















2.6. CONSTRUCCIONDE LA PERPENDICULAR A UNARECTAPOR UN PUNTO EXTERIOR25 


Ejercicios. 

Ejercicio 1. Demuestre que si dos segmentos se bisecan, los segmentos que unen sus 
extremos son congruentes. 



Ejercicio 2. En la figura, AB intersecta a DE de modo que AC = DC y CE = CB. iQue 
puede afirmarse de los triangulos ACE y DSC? 



Ejercicio 3. Demostrar que si en el triangulo GHK el lado GK es congruente con HK y 
M es un punto de GH tal que GKM = HKM, entonces M es el punto medio de GH. 


K 



Ejercicio 4. Pruebe que si dos puntos Ay B estan en distintos semipianos respecto de 
la recta CD y AC = BC, AD = BD, entonces las rectas AB y CD son perpendiculares. 


C 
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Ejercicio 5. Probar que el ejercicio anterior justifica las siguientes construcciones con 
regia y compas y efectuelas: 

a) Construction de la perpendicular a una recta por un punto de la misma. 

b) Construction de la perpendicular a una recta por un punto exterior. 

c) Construction de un triangulo rectangulo si se conocen la hipotenusa y un cateto. 

Ejercicio 6. Se llaman medianas de un triangulo a los segmentos que unen cada vertice 
con el punto medio del lado opuesto. Demostrar que dos triangulos son congruentes si sus 
mediciones tambien lo son. 

Ejercicio 7. Se da un triangulo equilatero ABC y se prolongan, en el mismo sentido de 
recorrido sus tres lados, en segmentos congruentes entre si, obteniendo los puntos A’ sobre 
BC, B’ sobre CA y C’ sobre AB. Demostrar que el triangulo A’B’C’ es equilatero. 

Ejercicio 8. En un triangulo isosceles de base BC, trazamos las medianas BM y CN, que 
se cortan en G. 

a) Demostrar que esas medianas son iguales. 

b) Demostrar que la recta AG corta a la base en su punto medio L y que ALA.BC 

Ejercicio 9. Si se levantan cuadrados sobre los lados de un paralelogramo, sus centros 
son vertices de un cuadrado. Encontrar la razon de este hecho. 

Indication: Sea O el punto de intersection de las diagonales del paralelogramo, A, A’,B, B’ 
los centros de los cuadrados. Probar que OB = OB’ = OA = OA’ comparando AOH con OBG, 
etc. 


Ejercicio 10. Sea ABC un triangulo equilatero, AF, BD y CE prolongaciones de los lados 
del triangulo. Los angulos < 1, < 2 y < 3 son congruentes entre si. Demostrar que los trian¬ 
gulos I, II y III son congruentes. 


D 











2.6. CONSTRUCCIONDE LA PERPENDICULAR A UNARECTAPOR UN PUNTO EXTERIOR27 


Ejercicio 11. Sea ABCD un trapecio isosceles de bases AD y BC. Sea CH la perpendic¬ 
ular a AD por C. 

a) Demostrar que AH es igual a la semisuma de las bases y DH a su semidiferencia. 

b) Deducir que en todo trapecio isosceles la diagonal es mayor que la semisuma de las 
bases. 
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TEMA3 


Mediatrices y Bisectrices 


3.1 Mediatriz de un segmento. 

Es la recta perpendicular a un segmento por su punto medio. 

■ p 

Si P esta en la mediatriz, que 11a- 

_maremos entonces por defini- 

B cion PMLAB, donde M es el 

punto medio de AB 

- l 

jComo le parecen las distancias de P a los puntos A y B ? 

Si otro punto Q del piano equidista de A y B, es decir, si AQ = QB ^le parece que estara 
sobre la mediatriz? 



Entonces enunciamos el: 

Teorema 3.1 La mediatriz deun segmento es el lugar geometrico de los puntos que equidis- 
tan de los extremos del mismo. 

a) todo punto de la mediatriz de un segmento equidista de los extremos del mismo. 

Demostracion: Sea £ la mediatriz, es decir, la recta perpendicular a AB por el punto 
medio M. Sea P un punto de £. Demuestre que AP = BP. 


29 
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b) Si P es un pun to del piano tal que AP = BP entonces P esta en la mediatriz de AB. 


p 



Demostracion: Tracemos por P la recta 
perpendicular a AB y demostremos que ella es 
la mediatriz. 


3.2 Mediatrices de un triangulo. 

Definicion: Se llaman mediatrices de un triangulo a las mediatrices de sus lados. 


Teorema 3.2 Las mediatrices de un triangulo concurren en un punto. 

Demostracion: Tracemos las mediatrices de dos lados del triangulo. Ellas se cortan en 
el punto O. Use la parte a) del teorema 3.1 y luego la parte b) para probar que la tercera 
mediatriz pasa por O 


C 



El punto O esta a igual distancia de los puntos A, B, y C. Si llamamos r a esa distancia, 
entonces la circunferencia de centra O y radio r pasa por A, B y C y los demas puntos del 
triangulo estan en el interior de esa circunferencia. 

La circunferencia que pasa por los tres vertices de un triangulo se dice circunscrita al 
triangulo y su centro O se llama circuncentro . 











3 . 3 . bisectrizde unAngulo. 
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B 



El circuncentro puede ser exterior al triangulo: 



3.3 Bisectriz de un angulo. 

Es la semirrecta que lo divide en dos angulos congruentes. 

La bisecrtriz de un angulo puede tambien construirse con regia y compas: 



Explique la construccion y pruebe que ABD = ACD => BAD = CAD 

Los puntos de la bisectriz tienen la propiedad enunciada por el siguiente teorema: 


Teorema 3.3 La bisectriz de un angulo es el lugar geometrico de los puntos que equidistan 
de los lados del mismo. 

Es decir: Si desde un punto P de la bisectriz se trazan las rectas perpendiculares a los 
lados, los segmentos PEI y PK, que son las distancias de P a esos lados, son iguales. Ademas, 
todo punto que equidiste de los lados esta en la bisectriz puesto que ella es el lugar geometrico 
de los puntos con esa propiedad. Entonces, demostramos: 
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a) Si P esta en la bisectriz, PH = PK. 



b) Si P es un pun to tal que PH = PK entonces P pertenece a la bisectriz. 



(Recuerde los criterios para triangulos rectangulos) 


3.4 Bisectrices del triangulo 

Las bisectrices de los angulos interiores de un triangulo se llaman bisectrices interiores del 
triangulo. 

No nos ocuparemos de las bisectrices de los angulos exteriores, de modo que a las bisec¬ 
trices interiores las llamaremos simplemente bisectrices del triangulo. 

Teorema 3.4 Las bisectrices de un triangulo concurren en un punto. 

Demostracion; Sea I el punto de interseccion de dos bisectrices. Demuestre que la ter- 
cer bisectriz pasa por I, usando la parte a) y luego la parte b) del teorema anterior. 



B 


A 









3.5. alturasdeltriAngulo. 
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El punto I esta a la misma distancia desde los lados AB,AC y BC. Llamando r esta dis- 
tancia, la circunferencia C de centra I y radio r corta a los lados del triangulo exactamente 
en un punto, que es el pie de la perpendicular trazada por I al lado considerado. 

En efecto, el corolario del teorema 2.4 del tema 2 demuestra que todo otro punto del lado 
es exterior a C. 

Se dice que C es la circunferencia inscrita en el triangulo y su centro I se llama incentro 
del mismo. 



3.5 Alturas del triangulo. 

Se llaman asi las rectas perpendiculares a cada lado de un triangulo por el vertice opuesto. 

C 



Medianas del triangulo 

Son las rectas que unen a cada vertice con el punto medio del lado opuesto. 



A 


L 


B 
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Ejercicios 

Ejercicio 1 

Demostrar que la mediana correspondiente a la base de un triangulo isosceles es bisec- 
triz del angulo opuesto. 


A M 

Ejercicio 2 

Demostrar que la bisectriz del angulo opuesto a la base de un triangulo isosceles es a la 
vez mediatriz y mediana de la base. 

C 


A 

Ejercicio 3 

Demostrar que los angulos de un triangulo equilatero son iguales. 

Ejercicio 4 

Demostrar que si los angulos de un triangulo son iguales el triangulo es equilatero. 

Ejercicio 5 

Con regia y compas, construir la mediatriz de un segmento. La regia no es graduada. 

Ejercicio 6 

Dado un triangulo ABC, construir la circunferencia circunscrita al mismo. 

Ejercicio 7 
















3.5. alturasdeltriAngulo. 
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Construir la bisectriz de un angulo dado. 

Ejercicio 8 

Construir la circunferencia inscrita en un triangulo dado. 

Ejercicio 9 

Un rombo es un cuadrilatero con lados todos congruentes. Demostrar que las diagonales 
de un rombo son perpendiculares. 

Ejercicio 10 


Sea ABCD un cuadrilatero inscrito en una circunferencia. Demostrar que las mediatrices 
de sus lados concurren en el centra de la circunferencia. Generalizar a un poligono convexo 
cualquiera. 

Ejercicio 11 


Demostrar que si las mediatrices de los lados de un poligono convexo concurren en un 
punto, este es el centra de una circunferencia circunscrita al poligono. 

Ejercicio 12 


Los resultados de los ejercicios anteriores pueden sintetizarse diciendo "es condition 
necesaria y suficiente para que un poligono este inscrito en una circunferencia que las me¬ 
diatrices de sus lados sean concurrentes." 

^Puede enunciar y demostrar una propiedad necesaria y suficiente para que exista una 
circunferencia inscrita en un poligono convexo dado? 

Ejercicio 13 


Dados dos puntos Ay P, encontrar el lugar geometrico de los puntos simetricos del 
punto A respecto de todas las rectas que pasan por P. 
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TEMA4 


Paralelas 


Definicion: En un piano, dos rectas son paralelas cuando ellas no se cortan. 

El teorema del angulo exterior permite demostrar la existencia de una paralela a una 
recta dada por un punto exterior a la misma. 

Teorema 4.1 Sea £ una recta y P un punto exterior. Sea t una recta que pasa porP y corta 
a£ enun punto Q 

Sea £’ una recta que pasa por P y forma con t un angulo que sumado al angulo de £ y t 
da 2R. Entonces £’ II £. 



Demostracion: Supongamos que £ l/( £’ 

Entonces £’ corta a £ en un punto R. 



Por hipotesis a + /3 - 2R (1) 
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El angulo 8 , adyacente a p, es exterior al triangulo PQR. Por ser adyacentte a ft tenemos 
8 + fi = 2R (2). 

Comparando (1) y (2) obtenemos a = 8 . 

Como a es interior al triangulo y no es adyacente a 8 , este resultado contradice al teo- 
rema del angulo exterior. 

Por lo tanto es falso que (’ i/( L Esto demuestra que £' || £. 

Observe que el teorema afirma la existencia de una paralela pero no dice que ella sea la 
unica paralela. 

Este hecho, que nos parece tan evidente, no puede ser probado. La historia de los inten- 
tos efectuados durante mas de 2000 anos para probarlo es muy interesante. 

No sabemos si Euclides intento probarlo (es muy probable que asi fuese). El enuncio su 
famoso quinto axioma: 


4.1 Axioma de la paralela 

En un piano, si dos rectas son cortadas por una transversal, de modo que los angulos for- 
mados por ellas y la transversal, en uno de los semipianos que esta determina, tengan suma 
menor que 2R, entonces las rectas se cortan de ese lado de la transversal. 

Ejemplo: 



El axioma afirma que estas dos rectas, para las que a + f3 = 130° + 48° = 178° < 180°, se 
cortan. 

Consecuencia del axioma. Si dos rectas paralelas son cortadas por una transversal, 






4 . 2 . Angulos entre dos rectas cortadas por una transversal. 
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los angulos que forman con ella suman dos rectos (de cualquier lado de la transversal). 

En efecto, si de un lado de ella sumaran mas de 2R y por el axioma las rectas se cortarian 
del lado en que la suma es menor que 2 R. 

Entonces:La unica recta por P que es paralela a £ es aquella para la que a + /3 - 2R. 

El axioma de Euclides puede entonces enunciarse diciendo que por un punto exterior a 
una recta pasa una unica paralela a dicha recta. 


4.2 Angulos entre dos rectas cortadas por una transversal. 

Dadas dos rectas £ y £’ y una transversal, es decir, una recta que corta a ambas, los angu¬ 
los que ellas forman reciben los siguientes nombres: 



correspondientes 


alternos alternos 

internos externos 


Si dos rectas son paralelas, los angulos correspondientes son iguales. Tambien lo son los 
angulos alternos internos y los alternos externos. 

Lo probaremos para los correspondientes ay a’ 



t 

l’ 
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Siendo £ || £’ debe ser /3 + a = 2R 
Por lo tanto a - a’. 

Efectue la demostracion para los angulos alternos internos (alternos externos). 

Reciprocamente, la igualdad de angulos del mismo tipo puede usarse como criterio de 
paralelismo, ya que vale: 

Teorema 4.2 Si dos rectas, al ser cortadas por una transversal forman angulos correspon- 
dientes iguales, ellas son paralelas. 

Demostracion: Como a = a’ y a + /3 = 2r. Por el Teorema 4.1 las rectas son paralelas. 
Enuncie y demuestre el criterio para los angulos alternos internos. 

Demostraremos ahora unos teoremas sobre rectas paralelas: 

Teorema 4.3 Dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas. 


1 X 


t 


Hipotesis: £ It, £' _L f 


Tesis: £ || £’ 

Demostracion La recta t es una 
transversal que corta a/yaf. 
Aplique el teorema 1. 


Teorema 4.4 Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre si. 


Elipotesis: b\\ a, c\\ a 
Tesis: b || c 

Demostracion: Supongamos que b l/( c. 

Entonces b y c se cortan en P. 

Obtenga una contradiction 
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4.3 Suma de los angulos interiores de un triangulo 

Teorema 4.5 La suma de los angulos interiores de un triangulo es igual a dos rectos. 


Hipotesis: a, p, y angulos interiores de ABC. 
Tesis: a + p + y - 2R 

Demostracion: 



Tracese por B la paralela a la recta AC. Use las propiedades de los angulos entre rectas 
paralelas. 

Corolario Un angulo exterior de un triangulo es igual a la suma de los angulos interi¬ 
ores no adyacentes a el. 



Hipotesis:d adyacente a y 
Tesis: 8 = a + p 


Demostracion: 


4.4 Poligonos 

La figura formada por n puntos A\, A 2 ,A n y los segmentos que unen dos puntos con- 
secutivos se llama pollgono de n lados. 

Si los lados no tienen puntos en comun salvo los extremos de dos lados consecuitivos se 
dice que el pollgono es simple. 
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Si el interior del poligono es un conjunto convexo el poligono se dice convexo. 

Para un poligono convexo vale: 

Teorema 4.6 La suma de los angulos interiores de un poligono convexo de n lados es igual 
a2R{n-2). 

Para demostrarlo, una los vertices del poligono con un punto del interior del mismo y 
aplique el teorema anterior: 



Igual que en el triangulo, se llama angulo exterior de un poligono a todo angulo adya- 
cente a un angulo interior. 

Para los angulos exteriores vale el 

Teorema 4.7 La suma de los angulos exteriores de un poligono vale 4 R. Es decir: 

+ 82 +... + 8 n — 4 R 



Demostracion 

8 1 + A = 2R 

8 2 + B = 2R 

8 n + N = 2 R 
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Sume y use el teorema anterior. 

Los poligonos de cuatro lados se llaman cuadrilateros, pentagonos los de cinco lados, 
hexagonos, heptagonos, octagonos, decagonos los de 6,7,8,9 y 10 lados, respectivamente. 


4.5 Paralelogramos 

Los cuadrilateros con mas propiedades son los de lados paralelos. 

Definicion: Un cuadrilatero con los lados opuestos paralelos se llama paralelogramo. 
Los teoremas siguientes son muy faciles de probar: 

Teorema 4.8 Los lados opuestos de un paralelogramo son iguales. 


Hipotesis:AB || CD, AD || BC 
Tesis: AB = CD, AD = BC 

A B 

Demostracion: Probemos que AB = CD y AD = CB. Unamos A con C. La recta AC es 
una transversal que corta a las paralelas AB y CD. Los angulos ay a’ son congruentes ^por 
que? Igualmente /3 = /3L De aqui ABC = CD A, de donde resulta la tesis. Explique. 

Usando el resultado del teorema 4.8 puede probarse el: 

Teorema 4.9 Los angulos opuestos de un paralelogramo son iguales. 

Hipotesis: 

Tesis: 

Demostracion: 




Las rectas AC y BD que unen vertices opuestos de un paralelogramo se llaman diago¬ 
nals del mismo. Vale el: 

Teorema 4.10 Las diagonales de una paralelogramo se bisecan. 



Hipotesis:ABCD paralelogramo, 
AC y BD diagonales. 

Tesis: AM = MC, BM = MD 


Demostracion : ABM = CDM por ser AB = CD, a = a’ y /3 = /3’ 
De las razones de estas congruencias y complete el teorema. 


Teorema 4.11 Si en un cuadrilatero los lados opuestos son congruentes, el cuadrilatero es 
un paralelogramo. 
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Hipotesis: AB = DC, AD = BC 
Tesis: AB || DC, AD || BC 

Demostracion: Los triangulos ACD y ABC son congruentes ^por que? 

Por lo tanto a = a’ y /5 - ft’, a y a’ son alternos internos entre las rectas AB y DC con 
transversal AC. Se deduce que AB || DC. Complete el teorema. 

Ejercicios 

Ejercicio 1 

Las rectas £ y £' son paralelas y el triangulo AMB es isosceles. iQue relacion hay entre a 



Ejercicio 2 

Si la medida de /l es el doble de la de a y las rectas en la figura son paralelas dos a dos 
^Que relacion hay entre a, y y? 



Ejercicio 3 

Si dos rectas son cortadas por una transversal formando angulos alternos externos iguales, 
probar que las rectas son paralelas. 
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Ejercicio 4 


Probar que si dos lados de un cuadrilatero son paralelos y congruentes, el cuadrilatero es 
un paralelogramo. 

Ejercicio 5 


Demostrar que si las diagonales de un cuadrilatero se bisecan, el cuadrilatero es un para¬ 
lelogramo. 

Ejercicio 6 


Demostrar que las alturas de un triangulo son congruentes. 

Indication Si ABC es el triangulo, tracese por A la recta paralela al lado BC, por B la 
paralela a AC y por C la paralela a AB, obteniendo el triangulo A’B’C’. 



C' 


Ejercicio 7 

Demostrar que un rombo es un paralelogramo. 

Ejercicio 8 

Demostrar que si un paralelogramo tiene un angulo recto entonces es un rectangulo. 

Ejercicio 9 
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El cuadrilatero PQRS es un cuadrado. Los puntos J,K,L,M dividen a los lados en seg- 
mentos de longitudes a y b, como muestra la figura: 



Demostrar que JKLM es un cuadrado 

Ejercicio 10 


Un poligono convexo con los lados iguales yangulos interiores iguales se llama poligono 
regular. Demostrar que el lado de un hexagono regular inscrito en una circunferencia es 
igual al radio de la misma. 

Ejercicio 11 


Demostrar que el segmento que une los puntos medios de dos lados de un triangulo es 
paralelo al tercer lado e igual a u mitad. 


C 



Indicacion. Prolongue DE y tome F tal que DE = EF. 

Ejercicio 12 


Si se define un trapecio como un cuadrilatero que tiene dos lados opuestos paralelos, 
demostrar que un trapecio es un paralelogramo si y solo si sus diagonales se bisecan. 
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Ejercicio 13 


Observe las figuras siguientes, en las que P, Q, R, S son los puntos medios de los lazos de 
los cuadrilateros dados: 




Enuncie la propiedad sugerida por las figuras y demuestrela. 

Ejercicio 14 


Si el triangulo ABC es isos celes con AC = BC y P,Q,R,S son los puntos medios de los 
lados, demostrar que la figura PQRS es un rombo. 


c 



Ejercicio 15 


Demuestre que la mediana correpondiente a la hipotenusa de un triangulo rectangulo es 
igual a la mitad de la hipotenusa. 

Ejercicio 16 


Observe la figura: 
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Demuestre que si el triangulo ABC es equilatero y P,Q son los puntos medios de AB y 
AC, si AD es perpendicular al piano n entonces el triangulo DPQ es equilatero. 

Ejercicio 17 


Si la base de un rectangulo mide p unidades U y la altura mide q unidades U, el area del 
rectangulo es igual a p.q unidades de superficie U 2 . 

Complete o descomponga las figuras siguientes en otras de area conocida, deduciendo 
formulas para el area de las mismas. 

a) Triangulo rectangulo. 

b) Triangulo cualquiera de base b y altura h. 



c) Paralelogramo de base b y altura h. 

d) Romboide (En funcion de las diagonales) 
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Ejercicio 18 


La propiedad de los triangulos rectangulos llamada teorema de Pitagoras era conocida 
desde la antiguedad. Las dos figuras siguientes demuestran el teorema usando las formulas 
para el area del cuadrado y del triangulo: 


b a 



a) 

Esta figura se atribuye al matematico chino Chow Pei, quien vivio en el siglo VI AC, al 
igual que Pitagoras. 


b) 

Esta otra figura era presentada a sus alumnos por el matematico hindu Bhaskara, quien 
solamente les decia: jContempla! Explique la figura y deduzca el teorema. 

Ejercicio 19 



Demostrar que, en todo triangulo, el cuadrado de un lado opuesto a un angulo agudo es 
menor que la suma de los cuadrados de los otros dos. 

a) Si el triangulo es obtusangulo, probar que el cuadrado del lado opuesto al angulo ob- 
tuso es mayor que la suma de los cuadrados de los otros dos. 

b) Deducir que si en un triangulo las longitudes de los lados verifican a 2 + b 2 - c 2 , el 
triangulo es rectangulo. 
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TEMA5 


Circunferencia 


5.1 Definicion 

Dados un punto O del piano y un numero real r, se llama circunferencia al lugar de los 
puntos del piano cuya distancia a O es igual a r. 

Dos puntos A y B sobre una circunferencia determinan dos subconjuntos llamados ar- 
cos. Asi A y B determinan los arcos ACB y ADB. Si no hay lugar a dudas, indicaremos AB 
del arco. 



Angulo central: Dado un arco AB el angulo AOB se llama angulo central correspon- 
diente al arco. Es el angulo que deja al arco en su interior. 
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Si el arco es una semicircunferencia el angulo central es un angulo llano (180°). Si el arco 
es mayor que una semicircunferencia le corresponde un angulo concavo (mayor que 180°). 



Cuerda: El segmento que une los extremos de un arco se llama cuerda. 
Si la cuerda pasa por el centra se llama diametro. 

Teorema 5.1 El diametro perpendicular a una cuerda la biseca. 



Demuestrelo comparando los 
triangulos AHO y BHO. 


5.2 Recta tangente a una circunferencia en un punto de la 
misma 

Es la recta perpendicular al radio en ese punto. 

Si llamamos T al punto, podemos demostrar: 

Teorema 5.2 La recta tangente a la circunferencia en un punto T solo tiene a este punto 
en comun con la circunferencia. 

Demostracion: Una O con otro punto de la tangente diferente de T. Sea S el punto. De- 
muestre que la longitud de OS es mayor que el radio. 



5.3 . Angulos inscritos 
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Una recta del piano puede ser exterior a la circunferencia, tangente a la misma o secante. 
Se llama secante a la recta que corta a la circunferencia pero no es tangente. 

En Geometrfa Analltica demostramos que la secante tiene dos puntos en comun con la 
circunferencia. 



5.3 Angulos inscritos 

Un angulo se dice inscrito en un arco si tiene vertice en el mismo y sus lados pasan por los 
extremos del arco. 

A 

Si BAC esta inscrito en BAC, el 
arco BC = BDC complementario 
de BAC en la circunferencia, esta 
contenido en el interior del angulo 
inscrito BAC. 


Definicion: Llamaremos angulo central correspondiente al angulo BAC al angulo BOC, 
que es el angulo central correspondiente al arco BC - BDC. 
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A 



Vamos a probar un teo- 
rema que relaciona el angulo 
inscrito BAC con el angulo 
central BOC. 


Teorema 5.3 Todo angulo inscrito es igual a la mitad del angulo central correspondiente. 


Consideraremos primero el caso de un angulo inscrito uno de cuyos lados seaun diametro. 



Uniendo B con O se forma el triangulo BOA, del que el angulo central BOC es un angulo 
exterior. 

Por el corolario del teorema 4.5 del tema 4, BOC = B + A. 

El triangulo BOA es isosceles por lo que B = A. Entonces A = \ BOC . 

Segundo caso: O interior a B Ac. 
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A 



Unamos A con O obteniendo el diametro AD. 


BAC = BAD + DAC. Aplicando el resultado anterior a los angulos BAD y DAC resulta 

BOD . DOC . BOC 

BAD = -, DAC = -. Entonces BAC =-. 

2 2 2 

Sabemos que los angulos pueden medirse por los arcos que ellos abarcan en una misma 
circunferenci, para los angulos centrales conviene hacerlo asi. Si ponemos BOC = BC el 
teorema que estamos demostrando puede expresarse asi: 


Veamos ahora el: 


BAC = 


BC 

2 


tercer caso: O exterior BAC 
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Vemos la conveniencia de trabajar con arcos en vez de angulos pues dibujar los angulos 
centrales en la demostracion anterior complica el dibujo: 


A 



Interprete esta figura. 

Corolario 1. Todo angulo inscrito en una semicircunferencia es recto. 



Corolario 2. Los angulos inscritos en un mismo arco son iguales. 



esos angulos se llama arco capaz del angulo a. 

El arco capaz de un angulo recto es la semicircunferencia. 


5.4. CONSTRUCCIONDELAS RECTAS TANGENTESA UNA CIRCUNFERENCIA POR UNPUNTO EXTERIORS 


Si el punto Pi se mueve hacia A la recta recta Pi A tiende a la posicion de la tangente en 
A mientras que PiB tiende a AB, por lo que el angulo TAB es tambien igual a a. 

Se llama angulo semiinscrito en el arco ACB. 



No haremos la demostracion, que es analoga a la del angulo inscrito, porque no usaremos 
este tipo de angulos. 


5.4 Construccion de las rectas tangentes a una circunferen- 
cia por un punto exterior. 

Queremos trazar las tangentes a la circunferencia de centra O desde el punto P. 
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Sea M el punto medio de OP. Tracese la circunferencia de centro M y radio OM. 
Unanse Si y S 2 con P. Pruebe que S\P y S 2 P son las tangentes buscadas. 


Ejercicios 


Ejercicio 1. Probar si un cuadrilatero esta inscrito en una circunferencia, los angulos op- 
uestos son suplementarios. 

Ejercicio 2. Probar que todo paralelogramo inscrito en una circunferencia es un rectan- 
gulo. 

Ejercicio 3. En la figura, el arco AB mide | radianes y el arco CD mide | radianes jCuanlo 
vale el angulo <5? 



Ejercicio 4. En la figura, 
^Cuanto vale el angulo 81 


el arco AB mide 1,4 radianes y el arco CD mide 0.8 radianes 



Ejercicio 5. Dados dos puntos A y B hallar el lugar formado por los pies de las perpen- 
diculares trazadas por A a todas las rectas que pasan por B. 

Ejercicio 6. Si dos circulos son secantes y por uno de los puntos de interseccion se trazan 
dos cuerdas que pasen por uno u otro de los centros de los circulos, probar que la recta que 
une los extremos de esas cuerdas pasa por el otro punto de interseccion de los circulos. 



5.4. CONSTRUCCIONDELAS RECTAS TANGENTESA UNA CIRCUNFERENCIA POR UNPUNTO EXTERIORS 1 , 



Ejercicio 7. Si por cada uno de los puntos de intersection de dos circulos secantes se 
trazan dos rectas, las cuerdas que unen los puntos de interseccion de ellas con cada circulo 
son paralelas. 



Indication. Considerar los cuadrilateros que aparecen en la figura. 

Ejercicio 8. Demostrar que la recta que une un vertice A de un triangulo ABC con el 
incentro I (centra de la circunferencia inscrita) corta a la circunferencia circunscrita en un 
punto P equidistante de I, B y C. 
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TEMA6 


Proporcionalidad y semejanza. 


6.1 


Dados cuatro segmentos AB, CD, MN y PQ diremos que ellos son proporcionales si sus 
longitudes lo son. Escribiremos: 

AB _ MN ^ \AB\ _ \MN\ 

~CD ~ ~PQ S1 |CD| “ \PQ\ 

El numero r = 1^1 S e llama razon de proporcionalidad. 

\CD\ F F 

Probaremos un teorema importante para el estudio de la semejanza: 


6.2 Teorema de la proyeccion de la paralela 

Si tres o mas rectas paralelas son cortadas por dos transversales, a segmentos iguales sobre 
una transversal corresponden segmentos iguales sobre la otra. 


Elipotesis: a\\b\\c\\d, t, t’ transversales. 
AB = CD 
A’B’ = C’D’ 

Tesis: 

Demostracion: 

Por A’ tracese una recta A’E II t. 



Por C’ tracese C’F || t. Las figuras ABE A’ y CDFC’ son paralelogramos, luego A’E = AB, 
C’F = CD. Como AB = CD por hipotesis, resulta A’E = C’F. 
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Los triangulos A’EB’ y C’FD’ tienen un lado y dos angulos congruentes ya que A’E || t, 
C’F || t=>A’E\\ C’F. 

La transversal t’ corta a estas rectas, por lo tanto A’ = C’ por correspondientes. 
Encuentre otro angulo congruente, demostrado asi que A’EB’ = C’DF’. 

Por consiguiente A’B’ = C’D’. 

Este resultado permite demostrar el famoso. 


6.3 Teorema de Thales 

Si varias paralelas son cortadas por dos transversales, la razon de las longitudes de los seg¬ 
ments determinados sobbre una transversal es igual a la razon de los segments correspon¬ 
dientes en la otra transversal. 

AB A’B’ 

Por ejemplo: -= ——- 

J F CD C’D’ 



Demostracion: Si AB y CD pueden dividirse en igual numero de partes iguales a un seg- 
mento dado U, es decir AB = nU, CD = mU, trazando por los puntos intermedios rectas 
paralelas a las dadas, se obtienen puntos sobre t’ que tambien determinan segmentos con¬ 
gruentes entre si, por el teorema de la proyeccion paralela. 



6.3. TEOREMA DE THALES 
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Llamando U’ a un segmento 
cualquiera obtenido de este modo 
sobre t’, tenemos A’B’ = nU’ y 
CD = mU de modo que 

AB _ A’B’ 

CD “ C’D’ 


La razon de longitudes 


\AB\ 

\CD\ 


— es, en este caso, un numero racional. 
m 


Si fuese irracional, o sea a =-, donde a = a,b\b 2 ....b n ,... es un decimal que no termina 

CD 

(con infinitas cifras decimales) se llega al teorema por un proceso de paso al llmite. 


Si se divide a CD en diez partes iguales a IJ\, el segmento AN] - ab\ (/, verifica. 

\ANi\ 

- -- = a,biY ANi < AB. 

\CD\ 

Si se divide a CD en 100 partes iguales a U 2 , el segmento AN 2 = ab\ b 2 U 2 verifica. 

AN 2 

-= a, b\b 2 y AN 2 < AB. Lospuntos Ni,N 2 ,... soncadavezmasproximos a5. Lospuntos 

CD 

Ni’,N 2 ’,... soncadavez mas proximos a B’. 


\A’Ni’\ , \A’N 2 ’\ , , ,, \A’B’\ AB AB’ 

Como —-—— = a, b\, —-—— = a, b\b 2 , en el limite sera —-—- = a. O sea-= —-—- 

|C O | |C O | |C O | CD C’D’ 
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que es la tesis. 



6.4 Triangulos semejantes 

Definicion: Dos triangulos ABC y A’B’C’ tales que A = A’ , B = B ’, C = C’ se llaman 
triangulos semejantes. 

Dos triangulos semejantes tienen la misma forma pero son, en general, de diferente 
tamano. 

Indicaremos ABC ~ A’B’C’ 



La semejanza es una relacion de equivalencia. 

Demuestrelo . 

Naturalmente, dos triangulos congruentes semejantes. 

La propiedad mas notable de dos triangulos semejantes es la dada por el: 

Teorema 6.1 Los lados correspondientes de dos triangulos semejantes son proporcionales. 

Hipotesis: ABC-A’B’C 

AB CB AC 

Tesis - _=_=_ 

- 1 A’B’ C’B’ A’C’ 

Demostracion: Si el triangulo ABC es mayor que el A’B’C’, sobre el lado AB tomamos 
un punto D tal que AD = A’B’. Trazamos por D la recta paralela a BC. 




6.5. CRITERIOS DE SEMEJANZA 
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Entonces D = B. Por hipotesis B = B’. Siendo A - A’ y AD = A’B’ por construccion, vale 
ADE = A’B’C’. Luego \AD\ = \A’B ’\y \AE\ = \A’C’\. 

Como la recta DE es paralela a BC, aplicando el teorema de Thales: 

\AD\ _ \AE\ 

\AB\ \AC\ 

\A’B’\ \A’C’\ A’B’ A’C’ 

Reemplazando resulta-=-, o sea-=-, que es la tesis. 

\AB\ \AC\ AB AC 

6.5 Criterios de semejanza 

Por el teorema sobre suma de angulos de un triangulo, si dos angulos son congruentes en 
dos triangulos, los terceros tambien lo son. Obtenemos asi un primer criterio de semejanza: 

ler. criterio. Si dos triangulos tienen dos lados proporcionales y el angulo comprendido 
entre ellos es igual, los triangulos son semejantes. 


SiA = A’yB = B’ entonces ABC ~ A’B’C’. 


Demuestre. 

2do. criterio. Si dos triangulos tienen dos lados proporcionales y el angulo comprendido 
entre ellos es igual, los triangulos son semejantes. 

AB AC . . 

Hipotesis: ——- = ——, A - A 

F A’B’ A’C’ 

ABC-A’B’C’ 


Tesis: 
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Demostracion: Si AB < A’B’ sobre ellado A’B’ construyamos AD’ = AB,ypor D trazamos 
la paralelaaS’C’. 




Entonces D = B’y por el primer criterio de semejanza se tiene A’DE ~ A’B’C’. 

\AB\ \AC\ 

Sabemos que —-—- = —-—- por hipotesis y por ser A’DE ~ A’B’C’ vale: 

H \A’B’\ \A’C’\ F F 

\AD\ _ \A’E\ 

\A’B’\ ~ \A’C’\ 

Pero AB = A’D => \AB\ => \A’D\ por lo que, reemplazando en la segunda, resulta 

\AB\ _ \A’E\ 

\A’B’\ ~ \A’C’\ 

Comparando esta formula con la primer proposicion, resulta \A’E\ = \AC\ y por lo tanto 
A’E = AC. 

Entonces AB = A’D por construccion, A = A’ y A’E = AC dan por primer criterio de igual- 
dad de triangulos ABC = A’DE. Por consiguiente ABC ~ A’DE. 

Ya probamos que A’DE ~ A’B’C’. 

En forma analoga se prueba el: 


3er. criterio. Si dos triangulos tienen lados proporcionales, son semejantes. 


Elipotesis: 


AB _ BC _ AC 
~AB’ ~ B 7 C’ ~ AXT 


ABC-A’B’C’. 


Tesis: 
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Demostracion: En este caso, como no se tiene como hipotesis la congruencia de ningun 
angulo, solo podemos trabajar con los lados. 

Si ABC es mayor que A’B’C’, sobre los lados AB y AC determinamos puntos Dy E tales 
que AD = AB’, AE = A’C’. (1). 




Unimos D con E. El triangulo ADE es semejante a ABC por el 2do. criterio de semejanza, 
ya que: 


| AB 

Y pot hipotesis- 

F F | AB 


, t * lAD] 

por lo tanto- 

\AB\ 


cionales y el angulo A comprendido es el mismo. 


\AE _| 

|AC| 


es decir, dos lados son propor- 


Si establecemos la congruencia de ADE y A’B’C’ sera ADE ~ A’B’C’ y el teorema estara 
probado. 


Como no conocemos la congruencia de ningun angulo debemos usar el 3er. criterio de 
congruencia. La congruencia de los lados DE y B’C' resulta ser 


( 2 ) 


\DE\ 

\BC\ 

\AD\ 

\AB\ 


\AD\ 

-por ser ADE ~ ABC 

\AB\ y 

-por ser AD = A’B’ por construccion. 

\AB\ 


Finalmente 


\AB’\ \B’C’\ 

(3) -=-por hipotesis 

\AB\ \BC\ 


De (2) y (3) resulta: 
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\DE\ _ \B’C’\ 
ieq - \BC\ 

por lo que \DE\ = \B’C’\ => DE = B’C’. 

Esta igualdad, junto con (1) da por tercer criterio ADE = A’B’C’. Por caracter transitivo 
de la semejanza es ABC ~ A’B’C’. 


6.6 


La semejanza de triangulos nos lleva a considerar conceptos metricos, como el de razon 
de dos longitudes. Usando semejanza pueden demostrarse teoremas metricos, como el de 
Pitagoras o el de la concurrencia de las medianas de un triangulo. 


No demostraremos el teorema de Pitagoras, pues hemos dado varias demostraciones en 
los ejercicios. Respecto de las medianas vale el: 


Teorema 6.2 Las medianas de un triangulo concurren en un punto. Si l es la longitud de 

una mediana, este punto, llamado baricentro, esta situado a una distancia del vertice corre- 
2 

spondiente igual a -1 


Demostracion: Sea G el punto 
de intersection de las medianas 
AMy BN. 

Sean L R los puntos medios de AG 

y BG. 


C 



Entonces: como N y M son puntos medios de AC y BC, en los triangulos CMN y CAB 
vale: 


CN 

~CA 


CM 

~CB’ 


C comun, por lo tanto CNM ~ CAB. 


Por ser triangulos semejantes vale: 
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NM CN CM ,1 

-=-=-y esta razon es igual a - 

AB CA CB y 6 2 


Entonces NM = - AB y N = A por lo que NM || AB. 


AB. 


Por un razonamiento semejante se prueba que GRL ~ GAB y LR = - AB, L = A => LR 


Por lo tanto en el cuadrilatero LRMN los lados NM y LR son congruentes y paralelos, 
por lo que LRMN es un paralelogramo. 

En todo paralelogramo, las diagonales se bisecan. Entonces: 


GM = GL = LA 
GN = GR = RB 


Si l es la longitud de AM los segmentos GM, GL y LA tienen longitud -, lo que prueba 
que G esta a distancia 1 1 del vertice A. 

Lo mismo sucede para la mediana BN. La tercer mediana debe cortar a AM en el mismo 
punto G, ya que el teorema vale para cualquier par de medianas y existe un unico punto G 
sobre AM que divide a AM en la relacion 2:1. 

Dados dos triangulos semejantes, nos preguntamos: ^Cual sera la relacion de sus areas?. 


Relacion de las areas de dos triangulos semejantes 

El area de un triangulo es igual a ^ = b.h 

Si ABC ~ A’B’C’ sabemos que, si b es la base de ABC y b’ la base de A’B’C’, vale \ - r si 
r es la razon de semejanza. 

Si h y h’ son las alturas correspondientes abyb’, podemos probar el: 

h’ 

Teorema 6.3 Si ABC ~ AB ’C’ entonces — = r. 
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Ejercicio 4 

Dados los segmentos AB y CD construir con regia y compas un segmento que sea medio 
proporcional entre los dos anteriores. 

Ejercicio 5 


Sea O el centra de un circulo de radio R. Sobre la tangente en un punto A y en la misma 
direction tome puntos P y Q tales que: 


11 13 , , 

| AP| = — R, |AQ| = — R. Sobre la recta AO tome AN = OP y trace NM paralela a OQ. 

5 5 

IAM| 13 , - , , 

Demuestre que ^ = — v 146 es una aproximacion de 2n correcta hasta la quinta cifra 

decimal. 



Ejercicio 6 

Sea P un punto exterior a una circunferencia C. Si se trazan por P dso rectas secantes a 
C, demostrar que: 

PA.PB = PA’.PB’ 

Este numero, que no depende de la secante trazada sino de la position del punto P, se 
llama potencia de P respecto de la circunferencia. 
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Indication. Unir A con B’ y A’ con B y demostrar que AB’P ~ A’PB 

Ejercicio 7 


La mediana AM de un triangulo ABC divide al triangulo en dos triangulos de igual area. 
Probar que si N es un punto interior al segmento AM y trazamos por N la paralela PQ a BC, 
los triangulos PAN y ANQ tienen igual area. 


A 



h 2 

b) Sean hi y h 2 las alturas de vertcie N de los triangulos anteriores. Probar que — 

h i 


\AB\ 

\AC\ 


A 



c) Si N es un punto de la mediana AM, area ANB -area ANC. 
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A 



d) Si G es el baricentro del triangulo, las areas de los tres triangulos que determina con 
los pares de vertices son iguales. 


Ejercicio 8 


Sea ABCD un trapecio, M y N los puntos medios de los lados no paralelos AD y BC, P y 
Q los puntos medios de las bases, R y S los puntos medios de las diagonales. 

a) Demostrar que los cuatro puntos M, N, R, S estan alineados y que RS es igual a la 
semidiferencia de las bases. 

b) Demostrar que MN y RS tienen el mismo punto medio O. 

c) Si se supone que A,ByQ, punto medio de CD son fijos jQue puede decirse de O? 

Ejercicio 9 


Demostrar que la figura formada uniendo los puntos medios de los lados adyacentes de 
un cuadrilatero tiene area igual a la mitad del area del cuadrilatero. 
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TEMA7 


El espacio euclideano 


7.1 


El espacio euclideano es el espacio ordinario tridimensional. Todas sus propiedades 
pueden ser deducidas de los axiomas, pero el proceso es largo y no es nuestro objetivo hac- 
erlo, de modo que no demostraremos propiedades que son evidentes a nuestra intuition 
tales como: 

"Si una recta es paralela a un piano, toda recta paralela a ella tambien lo es" 

"Una recta paralela a una recta de un piano es paralela al piano". 


"Si una recta es perpendicular a dos rectas de un piano, es perpendicular a toda recta del 
mismo que pase por su pie" 



Esa recta se dice perpendicular al piano. Ver demostracion en los complementos. 

Dada una recta l hay en el espacio infinitas rectas perpendiculares a ella, por un punto 
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Si la recta l esta en un piano, de todas las rectas perpendiculares a l por un pun to A, solo 
hay una que es perpendicular al piano: la que forma angulos rectos no solo con l sino con 
otra recta cualquiera del piano. 



"Todas las rectas perpendiculares a una recta por un punto de la misma estan en el piano 
perpendicular a la recta en ese punto". 



En el espacio, dos pianos son paralelos o se cortan segun una recta. 

En cambio, dos rectas en el espacio, si no se cortan, no tienen porque ser paralelas. Por 
ejemplo, las rectas que prolongan las aristas AB y FG de la figura, que es un paralelepipedo, 
no se cortan: 
























7.1. 77 

En el espacio por lo tanto definimos: 

Def. 1 Dos rectas son paralelas si son coplanares y no se cortan. 

Def. 2 Dos rectas son alabeadas si no son coplanares (y por lo tanto no se cortan). 

Narturalmente, si dos rectas son coplanares ellas son incidentres o paralelas, y retiproca- 
mente, si son incidentes o paralelas, son coplanares. De modo que en la definition 2 bastaria 
decir: si no son coplanares. 

Ejercicio: Indique otra recta en la figura de arriba tal que ella y AB sean alabeadas. 

En el palno. vimos que la distancia de un punto a una recta es la longitud del segmento 
de perpendicular trazada desde el punto a la recta. 

La distancia de un punto a un piano es el segmento de perpendicular al piano por el 
punto dado. Demuestre que es el menor de los segmentosque unen al punto dado con pun- 
tos del piano. 

Como "todas las rectas perpendiculares a un piano son paralelas" y "los segmentos de 
rectas paralelas comprendidos entre pianos paralelos son iguales", se puede definir la dis¬ 
tancia entre dos pianos paralelos como el segmento de cualquier perpendicular comun, 
comprendido entre los pianos. 

^Podemos definir la distancia entre dos rectas alabeadas?. Si unimos un punto P de una 
de ellas con un punto Q de la otra, jexistira uno de tales segementos que tenga longitud 
minima? 

En la figura del paralelepipedo el segmento FB, que es el que realiza la distancia entre los 
palnos paralelos ABCD y EFGH, parece ser tambien la distancia entre las rectas alabeadas 
AB y FG. 

Dadas dos rectas alabeadas demostraremos que existen dos pianos paralelos que las con- 
tienen y cuya distancia es la distancia entre las rectas. 

Teorema 7.1 Dadas las rectas alabeadas l y V, existen dos pianos n y n’ tales que n || n’, 
le 7i, Z’e n 



Demostracion: Por un punto de Z tracemos la recta m paralela a Z’ y por un punto de Z’ 
tracemos m’ || T. 

Entonces Zy m determinan el piano n, l’ y m’ determinan el piano n’ paralelo a re ya que 
"dos rectas por un punto, paralelas a un piano, determinan un piano paralelo al dado" 
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Esto demuestra el teorema. 

Como consecuencia de este teorema, todo pun to P e Zy todo punto Q e Z’ estan a distan- 
cia mayor o igual que la distancia h entre los pianos. Ahora podemos probar el: 

Teorema 7.2 Existen puntos Ae lyB el’ tales que AB _L 1, AB J_ Vy\AM\ - h es la minima 
distancia entre los puntos de 1 y los de 1 

Demostracion: Por el teorema anterior, existen los pianos paralelos n y jt’ tales que n 
contiene a l y n’ contiene a 

Si por un punto cualquiera de que llamemos M, trazamos la recta perpendicular al 
piano 7i, esta recta corta a n en el punto N. 

Por N trazamos la recta m paralela a l’ en el piano de T y MN. 



La recta m no es paralela a Z pues si lo fuese seria Z || T, en contra de lo supuesto. Entonces 
m corta a Z en el punto A. 

En el piano de las paralelas my l’ trazamos por A la recta AB 1 l’. Entonces AB || MN 
porque son coplanares y ambas son perpendiculares a Z’. 

Como "una recta perpendicular a un piano es perpendicular a toda recta del mismo que 
pase por su pie" tenemos que AB _L Zy AB _L T. 

Hemos asi demostrado que existe una recta que une un punto de Z con un punto de T y 
que la distancia entre esos puntos es la minima distancia entre puntos de esas rectas. 

Es evidente que esa recta es unica, ya que de no ser asi Zy Z’ no serian alabeadas. Pienselo . 

7.2 Plano bisector de un segmento 

Es el piano perpendicular al segmento por su punto medio. 
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El piano bisector de un segmento generaliza la notion de recta mediatriz y tiene una 
propiedad analoga. 

Teorema 7.3 Un punto pertenece al piano bisector de un segmento si y solo si equidista de 
los extremos del mismo. 



Demostracion: Sea n el piano perpendicular a AB en su punto medio M. Entonces: 

1) Si P e n entonces AP = BP. 

Como AB J_ n se tiene AB _L PM y los triangulos rectangulos AMP y BMP son congru- 
entes. Luego AP = BP. 

2) Si P equidista de Ay B. P esta en el piano bisector. 

Si M es el punto medio de AB, siendo AM = BM y AP = BP por hipotesis y MP = MP, 
los triangulos AMP y BMP son congruentes por tecer criterio y por lo tanto AMP = PMB, 
por lo que estos angulos son rectos y la recta PM es perpendicular a AB en el punto M. 

Como todas las perpendiculares a una recta en un punto estan en el piano perpendicular 
a la recta en ese punto, la recta PM pertenece al piano bisector de AB y por lo tanto el punto 
P esta en el piano bisector. 

Complementos 


Teorema 7.4 Si una recta es perpendicular a dos rectas de un piano en su punto de inter- 
seccion, ella es perpendicular a toda recta del piano que pase por ese punto. 

Demostracion: 

Sean l\ y l 2 dos rectas concurrentes enAyr una recta tal que r 1 1\ y r 1 1 2 en el punto A. 
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Tomemos sobre r dos puntos B y C equidistantes de A(PA = CA ). Sobre l\ y l 2 tomemos 
puntos P y Q tales que AP = AQ. 

Como r El\, BAP = PAC, de modo que esos angulos son rectos. Entonces BAP = PAC y 
PB = PC. 

Tambien es r E l 2 y de aqui resulta PQ = CQ. 

Uniendo P con Q resultan dos triangulos BPQ y CPQ, que son congruentes por 3er. cri- 
terio. Entonces BPQ = CPQ. 

Sea ahora l una recta cualquiera por A, no paralela a PQ. 

Ella corta a PQ en R. 

Uniendo con ByCy siendo por lo demostrado BP = CP, BPQ = CPQ y PR = PP, por 
primer criterio es PPP = CPP. De aqui resulta PP = CP y como PA = CA y AP = AP por 
tecer criterio PAP = CAP. 

Por lo tanto, BAR = CAP y siendo adyacentes, ambos angulos son rectos, por 1 que r El. 

Si la recta l cortase a la recta PQ en un punto exterior al segmento PQ se usan los angulos 
adyacente a BPQ y CPQ o bien los adyacentes a PPQ y CPQ o bien los adyacentes a PQP y 
CPQ. 


Teorema 7.5 (Teorema de las tres perpendiculares) Si la recta a es perpendicular al piano 
nyb es una recta de n que pasa por el punto de interseccion de a con n, toda recta c del piano, 
perpendicular s b es perpendicular al piano de ay b. 



Demostracion: En el piano n, tracese por A la recta c’ || c. Por ser a E c’. Sien do cl c 
tambien c’ E b. Entonces c’ 1 a, c’ 1 b => c’ es perpendicular al piano de ay b. Por lo tanto 
la recta c paralela a c’, tambie es perpendicular al piano de ay b. 


7.3 Proyecciones ortogonales 

Un segmento de extremos A y P puede escribrise AP o PA. Diremos que el segmeto esta 
dirigido de A hacia P cuando elijamos este sentido como sentido positivo. En la recta hay 
dos sentidos posibles, los distinguimos escribiendo AP o PA. Tambien podemos indicar 
el sentido de orientacion de una recta colocando una flechita, como hacemos con los ejes 
coordenados. 



7.3. PROYECCIONES ORTOGONALES 


81 


Proyeccion de un segmento dirigido sobre un eje 


Dados en un piano un segmento dirigido AB y un eje o recta dirigida l, llamamos proyeccion 
de AB sobre l al numero \AB\ cos cp donde cp es el angulo de l con la direccion positiva de la 
recta AB, orientada segun el segmento AB. 

Este numero puede ser positivo o negativo segun que cp sea menor o mayor que. 




Lo indicaremos pr / AB. Observemos que la proyeccion de AB sobre l es igual a ±\A’B’\ 
donde A’ y B’ son las proyecciones ortogonales de los puntos A y B sobre l. 


pr iAB = \AB\coscp 


En el espacio los puntos se proyectan sobre una recta por pianos perpendiculares a esta, 
de modo que las rectas A A’ y BB’ son perpendiculares a l. 


Si las rectas AB y l son alabeadas, AA’ y BB’ no tienen porque ser paralelas. Esto si sucede 
si ly AB son coplanares, pues entonces los pianos paralelos cortan al piano de ly AB segun 
rectas paralelas, 


Si ly AB son alabeadas: 
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Los pianos y cr 2 . perpendiculares a Z, proyectan los extremos Ay B del segmento sobre 
Z. 

^Cuanto vale la proyeccion de AB sobre Z? Si trazamos por A la recta T paralela a Z, ella 
corta a cr 2 en el punto C y como T _L o 2 se tiene BC _L Z’, ademas, el piano de las rectas Z y l’, 
piano AA’B’C, corta a los pianos paralelos cri y o 2 en las rectas paralelas AN y CB’. 

Entonces AA’B’C es un paralelogramo y AC = A’B’, de moso que las proyeccion de AB 
sobre Z es igual a la proyeccion sobre la recta T || Z y orientada como Z. Entonces: 

priAB = prfAB = \AB\cosip 

En el piano o en el espacio pueden usarse ejes no ortogonales entre si. En este caso, 
la proyeccion sobre los ejes por rectas paralelas a los mismos (o por palnos paralelos en el 
espacio) no es ortogonal, por lo que no vale la formula anterior. 
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Ejercicios 

Ejercicio 1 

En la figura siguiente, El, Ky R estan en el piano n y F no esta en n. Si HR es perpendic¬ 
ular al piano de F, H y K jQue angulos de la figura son angulos rectos? 



Ejercicio 2 

En la figura, los puntos A,B y C estan en el piano n. Si PA En,y PB = PC, demuestre 
que AC = AB. 


P 



Ejercicio 3 

En el cubo de la figura, BK = BM. Demostrar que H equidista de Ky M. 
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Ejercicio 4 

Sean ay b dos rectas de un piano n. Si por un punto P esterior al piano se trazan las 
rectas a’ || a y b’ || b demostrar que el piano n’ determinado por a’ y b’ es paralelo a n. 

Ejercicio 5 

Las semirectas ay b tienen igual origen O. Si ellas forman un angulo de 150° y A es un 
punto de a situado a cinco unidades de O jCuanto vale la proyeccion de OA sobre IP 

Ejercicio 6 

Dado un piano n y un punto P fuera de el, demostrar que el segmento de menor longitud 
que une a P con puntos de n es el segmento de recta perpendicular al piano por P. 



TEMA8 


Coordenadas y vectores en el piano 


8.1 


Tomando un punto O como origen y dos ejes perpendiculares obtenemos un sistema de 
coordenadas. 

Sobre el eje horizontal elegimos la orientation hacia la derecha y llamamos x a la coor- 
denada. La coordenada x es positiva si la proyeccion del punto P sobre este eje esta a la 
derecha del origen y negativa si esta a la izquierda. Se llama abscisa de P. La proyeccion 
sobre el eje vertical se llama ordenada de P. Sobre este eje elegimos el sentido positivo de 
modo que los puntos situados sobre el eje de las x tengan ordenada positiva. 


+Y 


P(x,y) 


(o,y) 


(x,o) 


(o,o) 


>x 


A todo punto A del piano corresponden entonces dos numeros reales x = a x , y = a 2 . 
Reciprocamente, al par ordenado de numeros reales (ci\, a 2 ) corresponde exactamente un 
punto que tiene abscisa x = a\ y ordenada y-a 2 . 
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Dado el punto A, el segmento dirigido OA se llama "vector de position" del punto A. 

Los numeros a\ y a 2 , coordenadas de A, se llaman componentes del vector OA. 
Tambien designaremos a los vectores o fichas con letras minusculas en negrita, asi dire- 
mos que a = OA es el vector position del punto A. 

Por lo dicho mas arriba, la correspondencia: 


es biyectiva. 
Ejemplos. 


A — (fli,a 2 ) 



En la figura estan separados los vectores position de los puntos de coordenadas (2,1), 

(- 2 , 2 ), ( 1 ,- 2 ). 

En algebra el conjunto de los pares ordenados de numeros reales se llama U 2 . En estos 
pares puede definirse la suma "componente a componente": 

(«i, a 2 ) + [bi, b 2 ) = (fli + bi,a 2 + b 2 ) 

Veamos que significa esta suma "vectorialmente": 



Si completamos el paralelogramo de lados a y b, el punto que se obtiene como inter¬ 
section de los lados agregados tiene coordenadas {a\ + b\,a 2 + a-s), como es facil verificar 
comparando triangulos en la figura. 

Observemos que se llega al mismo punto si "se lleva" el vector b a partir del extremo del 
vector a o bien el vector a a partir del extremo de b. 
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Esto justifica llamar "suma" de los vectores a y b al vector position del punto de co- 
ordenadas (ai + b \, a 2 + b 2 ). Lo indicamos a + b. Geometricamente, a + b es la diagonal del 
paralelogramo de lados ay b. Esta suma "componente a componente" tiene las propiedades 
siguientes: 


a + b = b + a 

es decir, la suma de vectores es conmutativa . Tambien es asociativa: 

a + (b + c) = (a + b) + c 

ya que ambos terminos son iguales al vector {a\ + b\ + c\, a 2 + b 2 + c 2 ) 

Este vector se obtiene dibujando cada vector de la suma con origen en el extremo del 
anterior. 



En fisica los vectores representan fuerzas, velocidades, vectores electricos o magneticos. 
A la suma de varios vecotores se le llama resultante . 

El par (0,0) corresponde al vector 0 y tiene la propiedad de ser el "elemento neutro" para 
la operacion de suma; 


iai,a 2 ) + (0,0) = {ai, a 2 ) 

o seaa + 0 = a 

Sidefinimos -acomo el vector de componentes (- a\,-a 2 ) entonces a+ (-a) = 0 = {a\ - 
a\, a 2 - a 2 ). 
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El vector diferencia b-a es el vector que sumado a a da b, es decir, el vector de compo- 
nentes {b\ - a\,b 2 - a 2 ). 

En la representacion aparece como la segunda diagonal del paralelogramo de lados a y 

b. 



En realidad, b-a, como todos los vectores, tiene su origen en el origen de coordenadas 
y b es la diagonal del paralelogramo de lados a y b - a. 

Si multiplicamos las componentes de un vector por un numero real, los multiplos Aa del 
vector estan sobre la recta por el origen en la direccion de a: 



Po demos multiplicar un vector por cualquier numero real o "escalar" A. 

Entonces, el vector Aa + pb donde A y p son numeros reales, es otro vector. Se llama 
"combinacion lineal" de ayb. 

Ejercicio. Representar los vectores a(2,-l) yb(3,2). 


8.2 Ecuacion de la recta por el origen 

Si A es un punto del piano, de coordenadas (ai, a 2 ), el conjunto de los multiplos del vector 
a = («!, a 2 ) son los vectores de posicion de todos los puntos de la recta OA: 

ta,t£U 

La ecuacion que da todos esos vectores: 



8.2. ECUACION DE LA RECTA POR EL ORIGEN 
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x = fa, t e U 


Se llama ecuacion vectorial de la recta por el origen en la direccion del vector a. 

El vector a se llama vector de direccion de la recta. 

Pasando las componentes, six = (x, y ) = {td\, td 2 ), obtenemos las ecuaciones parametricas 
de la recta por el origen: 


I x = d\t 
\y = a 2 t 


teU 


Variando f en R se obtienen todos los puntos de la recta, 
parametro, de ahl el nombre de ecuaciones parametricas. 


El numero real t se llama 


Ecuacion cartesiana de la recta por el origen 

Eliminando t en las ecuaciones parametricas, obtenemos: 


d 2 x = a\y 

Si cii 0 esta ecuacion puede escribirse 

d 2 

y = —x = mx 

d\ 

El numero m es la tangente trigonometrica del angulo que forma la recta con la direccion 
positiva del eje de las x. Este angulo se llama inclinacion de la recta y se mide en el sentido 
positivo de giro en el piano, contrario al de las agujas del reloj. 

El numero m = tgd se llama pendiente de la recta. 



El numero m no esta definido para 6 = |. 

El angulo 6 se toma siempre entre 0 y n, aunque el vector de direcion de la recta pertenezca 
al 3er. o 4to. cuadrante, lo que hacerse ya que tg9 = tg {0 + re), por lo que vale siempre que 



90 


TEMA 8. COORDENADAS Y VECTORES EN EL PLANO 



Las rectas cuyos puntos pertenecen al 2do. y 4to. cuadrantes tienen pendiente negativa. 
Entonces las rectas por el origen, con excepcion del eje de las y, pueden representarse 
por la ecuacion: 


y=mx 

en efecto, si (xo,yo) ^ (0.0) es un punto que satisface la ecuacion, o sea ^ = m todo otro 
punto que la satisfaga tambien verifica \ = m 

Entonces ^ si x - fx 0 debe ser y - fy 0 . 

Es decir: (x,y) = f(xo,yo) 

El vector x 0 = (xo, yo) es un vector de direccion de la recta x = fx 0 . Entoonces todo punto 
que verifica la ecuacion y = mx pertenece a la recta por el origen de ecuacion vectorial. 

x= txo t eU 

Ejemplo: Representar la recta de ecuacion y = -2x. Haciendo x = 1 obtenemos el punto 
(1, -2) de la recta. Como esta pasa por el origen, se obtiene la recta uniendo el punto (1, -2) 
conO = (0,0). 


8.3 Recta que no pasa por el origen 

Dada una recta l que no pasa or el origen, sea B = {b\,bi) un punto de la misma. 

Si trazamos por el origen O la recta /’ || /y si a es un vector de direccion de cada punto 
de la recta Zpuede obtenerse por traslacion de un punto de T en el vector b siendo b el vector 
de posicion de B. 

Como cada punto de l’ es de la forma fa, t e K, la ecuacion de la recta l es 

x = fa + b, f e [R 
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Naturalmente, si en vez de un vector a tomamos como vector de direccion de la recta 
cualquier vector de la forma Aa con A ^ 0 la ecuacion de la recta varia. Tambien si variamos 
el punto B perteneciente a la recta. Una misma recta admite infinitas ecuaciones vectoriales. 
Ejemplo. Encontrar la ecuacion vectorial de la recta que pasa por (1,2) y tiene inclinacion 



La ecuacion de la recta por el origen de inclinacion | es y- [Tg( |))x. Como Tg (|) = 
un punto de esa recta es el punto (3, \/3). 

Entonces un vector de direccion de esa recta es a = (3, \/3) y la ecuacion de la recta par- 
alelapor (1,2) sera: 


x= f(3,\/3) + (l,2) 

Ecuaciones parametricas y ecuacion cartesiana 

De la ecuacion vectorial x = t a + b donde a = {a \, a 2 ) y b = {b \, b 2 ) resultan las ecuaciones 
parametricas: 


x = apt b\ 

, teU 
y = a 2 t+b 2 

Por eliminacion de de t se obtiene la ecuacion cartesiana 

x-bi _ y-b 2 

Cl\ u 2 

si ai ^ 0, a 2 0. Esta ecuacion puede ser llevada a la forma ax + by + c = 0 donde a = a 2 , 
b- -aiyc = a-2b 2 - a 2 b\. 

Ejercicio. Hallar las ecuaciones parametricas y cartesianas de la recta del ejemplo ante¬ 
rior. 

Como la ecucacion vectorial es x = t{ 3, \/3) + (1,2) = (3t + 1, \/3t + 2) y las ecuaciones 
parametricas son: 


J x = 3t+ 1 
I y = V3t + 2 


feR 


la ecuacion cartesiana se obtiene eliminando t: 


x-1 _ y-2 

o bien \/3x - 3y + (6 - \/3) = 0 


Teorema 8.1 Tocla ecuacion del tipo ax + by + c = 0 representa a una recta de pendiente 
m = ~ §■ 

Demostracion: Obtenemos un punto de la recta dando a x un valor x = x 0 y determi- 
nando el correspondiente valor y = y 0 . 

Entonces el punto (xo, yo) satisface la ecuacion de la recta, es decir, se cumple: 
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ax o + byo + c = 0 

Para todo punto (x, y) de la recta tambien vale: 

ax + by + c = 0 

Restando la primera de la segunda resulta: 


a{x-x 0 ) + b{y-y 0 ) =0 

de donde y - y 0 = -f (x - x 0 ), formula que muestra que m = - f. Ademas, poniendo: 


t = 


y-yo x-x 0 


a -b 
Obtenemos las ecuaciones parametricas: 


x = -bt + x 0 
y = at+ y 0 
que equivalen a la ecuacion vectorial: 


tel 


x-at + b, tel 


donde a es el vector de componente (- b, a) y b el vector de posicion del punto (x 0 , yo). 

Por lo tanto la ecuacion ax + by + c = 0 representa a una recta por Xo,yo con vector de 
direccion {-b, a). 

Casos particulares: Si a = 0 obtenemos las ecuacion y = -1 que representa a una recta 
paralela al eje x. 

Si b = 0 obtenemos x = -| que es una recta paralela al eje de las y. 

Estas rectas son las unicas que no tienen pendiente finita ya que la tangente de 90° no 
esta definida (±oo). 


8.4 Recta que pasa por dos puntos 

Dados A{a\, a 2 ) y B{b\, b 2 ) el vector b - a = (bi - a\, b 2 - a 2 ) es un vetor de direccion de la 
recta AB (en realidad lo es para la recta paralela a AB por el origen de coordenadas). 
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Entonces puede obtenerse la ecuacion vectorial de la recta AB trasladando la recta par- 
alela por el origen por la traslacion de vector a (6 la de vector b). 

Trasladaremos en el vector a con el objetivo de obtener una forma de ecuacion que nos 
conviene: 


x = f (b - a) + a, teU 
6 

x=(l-f)a+tb, teU 

Esta forma de la ecuacion permite ver que para t - 0 obtenemos el punto A mientras si 
t = 1 obtenemos B. 

Ecuacion cartesiana de la recta por dos puntos 

La recta por lo puntos (xi,yi) y ( X 2 ,y 2 )> de acuerdo con la ecuacion anterior tiene ecua- 
ciones parametricas: 


j x - t{x 2 - Xi) + X\ 

1 y = t(y 2 - yi) + yi 


eliminando t: 


x-xi _ y-yi 
x 2 -xi y 2 - yi 

que es la ecuacion cartesiana de la recta por los puntos dados. 1 

Esta formula muestra que la pendiente de la recta por los puntos (xi,yi) y (x 2 ,y 2 ) es 
igual a: 


yz-y i 

m =- 

x 2 - X\ 

lo que esta de acuerdo con la trigonometria que conocemos. Ilustramos los casos m > 0, 
m < 0. 
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Interacciones de una recta con los ejes 

La recta de ecuacion 


ax + by + c = 0 

da y = si se pone x = 0. Entonces el punto (0, -|) es el punto de interseccion de la 
recta con el eje de las y. 

analogamente, poniendo y = 0 obtenemos el punto (-^,0) como punto de interseccion 
de la recta con el eje x. 



Ejemplo: ^En que puntos corta a los ejes la recta determinada por los puntos (3,-1) y 
(2,4)? 

La ecuaci’on de la recta es 


x-3 _ y+1 
3-2~~ -1-4 

osea-5(x-3) = y+l,5x + y-14 = 0 
x = 0 da 14, y = 0 da x = y 

por lo que los puntos de interseccion son (0,14) y (y,0). 


Rectas paralelas 

Dos rectas paralelas tienen igual pendiente. Si sus ecuaciones son: 

a\x + b\y + ci = 0a 2 x + bzy + c 2 = 0 
por lo visto en el teorema 1 debe ser mi = -|^, m 2 = 

Siendo las rectas paralelas mi = m 2 , por lo que: 

a\ a 2 
b\ b 2 

es decir, los coeficientes de x e y son proporcionales. 

Reciprocamente, si los dos coeficientes son proporcionales, las pendientes son iguales y 
las rectas son paralelas. 

Si — = — = las ecuaciones representan a la misma recta pues los puntos de intersec¬ 
ts a 2 b 2 

con con los ejes de coodenadas son (- ^-,0) = (- ^,0) y (0,-^) = 



8.5. PUNTO QUE DIVIDE A UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA 
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Segmento de extremos A y B 

Cuando dedujimos la ecuacion de la recta por dos puntos A y B, cuyos vectores de position 
son a = (fli, a 2 ) y b = (bi, b 2 ) una forma de escribir la ecuacion vectorial de esa recta es: 

x= (1 - f)a+ tb, t £ U. 

Si en esta ecuacion ponemos t = 0 obtenemos el A y si ponemos t = 1 se obtiene el punto 
B. 

Si t varia entre 0 y 1 el punto recorre el segmento AB. Asi por ejemplo, para t- \ obten¬ 
emos 

1 1 a + b 

x = -a+ -b =- 

2 2 2 

que es el vector position del punto medio del segmento AB. 



De modo que el segmento AB esta representado por la ecuacion vectorial 

x(f) = (1 - f)a+ tb, 0 < t < 1 


8.5 Punto que divide a un segmento en una razon dada 

En el parrafo anterior afirmamos que el vector 

a + b 

2 

es el vector de position del punto medio del segment o A B. El punto medio de un seg¬ 
mento AB. es el punto M que tiene la propiedad AM = MB. Si un punto P del segmento 
tiene la propiedad que: 


AP = rPB 

donde r es un numero real positivo, diremos que P divide al segmento en la razon r. 

Si a, p y b son los vectores posicion de A, P y B respectivamente, como AP = p - a y 
PB - b - p la ecuacion: 
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p-a = rb-p 

da la ecuacion vectorial: 

a+ rb 


Observemos que el punto medio corresponde a r - 1. 

Ejemplo. Si P divide al segmento AB en la razon r = 3 debe ser AP = 3PB, de modo que 
P se obtiene dividiendo el segmento AB en cuatro partes. Entonces P es el punto de division 
mas proximo al ounto B. 


A 



Coordenadas del punto que divide a un segmento en la razon r 

Las componentes del vector position de un punto son las cooedenadas de este punto por lo 
que de la formula vectorial: 


P = 


-a + 


1 + r l + r 

se deducen las formulas para las coordenadas del punto que divide a un segmento en la 


razon r: 


x = 

y = 


1 r 7 

-«i + -- b i 


l + r l + r 


1 r ; 
-a 2 + - - b 2 


l + r l + r 


si (ai, a 2 ) y [b\,b 2 ) son las coordenadas de los puntos dados. 

Enel ejemplo que sigue, si Aes el punto (4, -2) yB es el punto (-1,8), el punto que divide 
al segmento en la razon 3(3 :1) tiene coordenadas 


1 3 4-3 1 

X — - 4 H-(—1) — —I-— — 

1+3 1+3 444 

1 3 -2 3 11 

J 1 + 3 1 + 3 4 4 2 

de modo que el punto que divide al segmento en la razon 3 es el punto (|, y). 



8.6. SEMIPLANOS 
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8.6 Semipianos 

Dada una recta de ecuacion ax+by+c = 0, si Pi (xi, yi) y P 2 ( X 2 , y 2 ) son puntos pertenecientes 
a un mismo semipiano respecto de la recta, los valores ax\ + by\ + c y ax 2 + by 2 + c deben 
tener igual signo, pues si fuesen de signo contrario, en el segmento P\P 2 deberia existir un 
punto Po(xo, yo), en el que ax 0 + by 0 + c - 0, es decir, un punto que pertenece a la recta, lo 
que es imposible si Pi y P 2 estan en el mismo semipiano. 

Estamos usando un argumento de continuidad, pues las funciones continuas no pueden 
pasar de un valor positivo a un valor negativo sin pasar por cero. 

Entonces ax + by + c tiene el mismo signo para todos los puntos de un mismo semipiano 
y en el otro semipiano tiene el signo opuesto. 

El signo que identifica a un semipiano puede determinarse reemplazando las coorde- 
nadas de un punto cualquiera del mismo en el primer termino de la ecuacion de la recta. 
Asi, si ax + by + c = 0 es la ecuacion de la recta, los puntos de un semipiano verifican la 
desigualdad ax + by + c > 0 y los del otro verifican la desigualdad opuesta ax + by + c < 0. 
Para otra forma de la ecuacion de la recta pueden invertirse las desigualdades, por ejemplo 
si tomamos como ecuacion de la misma recta la ecuacion {-a)x+{-b)y + -(c) = 0. 

Ejemplo 1. Sea la recta de ecuacion 3x + 2y - 12 = 0 



El punto (4,6) pertenece al semipiano "superior" respecto de esta recta. Reemplazando 
sus coordenadas en la ecuacion de la misma obtenemos 3.4 + 2.6 - 12 > 0 

Por lo tanto todo punto de ese semipiano tiene coordenadas (jc, y) tales que: 

3x + 2y- 12 > 0 

En cambio (0,0) pertence al semipiano inferior, al reeplazar obtenemos: 

3x + 2y — 12 — 3.0 + 3 .Oh—12 < 0 

Ejemplo 2. Representar el conjunto de puntos del piano que satisfacen a las desigual¬ 
dades 3x - 2y + 6 < 0, 4x + 2y - 9 > 0. 
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El punto (-2,3) satisface3(-2) -2.3 + 6 < 0. 

El punto (|, |) satisface 4.| + 2.| > 0. La region del piano es la rayada en la figura. Es el 
conjunto de los puntos que cumplen las inecuaciones 3x - 2y + 6 < 0, 4x + 2y - 9 > 0. 

Ejercicios 


Ejercicio 1 


Sean A{a\, a 2 ) y B{.bi,b 2 ) dos puntos del piano. Determinar las coordenadas del punto 
medio del segmento AB calculando su vector de posicion. 



Ejercicio 2 

Escribir la ecuacion vectorial de la recta por el origen de coordenadas que tiene vector de 
direccion igual a (1,2). Determinar la pendiente y escribir la ecuacion cartesiana de la recta. 

b) Idem si el vector de direccion es (-2,1) 

c) Idem si el vector de direccion es (-2, -2) 

d) Representar. 

Ejercicio 3 
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a) Representar la recta por el origen de ecuacion y = -3x. 

b) Encontrar un vector de direction de la misma. 

c) Escribir la ecuacion vectorial y las ecuaciones parametricas. 

d) Dibujar la recta paralela a la anterior por el punto (2,2), escribir su ecuacion vectorial, 
las ecuaciones parametricas y la ecuacion cartesiana. 


Ejercicio 4 


Escribir la ecuacion de la recta paralela a la recta de ecuacion 5x - 3y + 7 = 0 por el punto 
(-1,3). Representar. 

Ejercicio 5 


Si dos rectas son perpendiculares, sus inclinaciones 6\ y 0 2 verifican 0 2 = 6 i + f • Por lo 
tanto las pendientes rri\ y m 2 verifican: 


-1 

m 2 = — 

mi 

Ilustrar con rectas perpendiculares que pasen por el origen de coordenadas. 

Ejercicio 6 


Escribir la ecuacion de la recta perpendicular a la recta de ecuacion 2x - 6y + 1 = 0 por el 
punto (5,2). 

Representar. 

Ejercicio 7 


Representar la region del piano formado por los puntos cuyas coordenadas satisfacen las 
desigualdades: 

a) y < -2x, x > 0 

b) y>-x, 3x-2y + 5<0 

Ejercicio 8 


Escriba las desigualdades que representen los puntos del interior del triangulo de ver¬ 
tices (-1, -1), (2, -3) y (3,2). 

Ejercicio 9 


El baricentro de un triangulo divide a cada mediana en la razon (2 : 1) si se toma como 
origen el segmento de mediana del vertice. O sea 4tt - 2 si M es el punto medio de BC, etc. 
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Encontrar las coordenadas de G para el triangulo del ejercicio anterior. 

Ejercicio 10 


Sean Ay B dos puntos no alineados con el origen de coordenadas (vectores de position 
no paralelos). Probar que el determinante de las componentes de los vectores de position 
es no nulo. 

Ejercicio 11 


Si a y b son dos vectores no paralelos, probar que las combinaciones lineales aa + /3b 
representan a todos los vectores de position de puntos del piano. 

Ejercicio 12 


Dados A{2, -6) y B{- 3,1) encontrar ay/3 tales que aa+ /3b = v donde v es el vector de 
position del punto (0,3) y a y b los vectores de position de Ay B. 

Ejercicio 13 


jA que puntos representa la ecuacion vectorial 

x=aa+/3b a + /3 = l 


si a y b son los vectores de position de dos puntos Ay B? 



TEMA9 


Coordenadas y vectores en el espacio. 
Rectas y Pianos 


Para obtener un sistema de coordenadas en el espacio, situamos tres ejes perpendiculares 
dos a dos, con sentidos positivos indicados por las flechas senaladas en la figura y llamamos 
x,y,z a las coordenadas respectivas. 



Los pianos determinados por dos tales ejes se llaman pianos coordenados. Elios son: el 
piano xy, el piano yz y el piano zx. 

Las coordenadas de cada punto son las priyecciones ortogonales: por el punto P se 
trazan los pianos ortogonales a los ejes, que son pianos paralelos, por lo tanto, a los pianos 
coordenados. 

asi el punto (2,2,3), por ejemplo, es la intersection de los pianos x - 2 (paralelo al piano 
coordenado yz) con los pianos y-2yZ-3. 


101 





102 


TEMA 9. COORDENADAS Y VECTORES EN EL ESPACIO. RECTAS Y PLAN OS 



Tambien pueden hallarse las coordenadas x e y de un punto trazando por el mismo la 
recta perpendicular al piano xy. 

Si unimos el punto P con el origen, obtenemos el vector vvOP, vector de posicion del 
punto P. 



Trazamos PEI perpendicular al piano xy, HA perpendicular al eje x, si unimos H con O 
obtenemos los triangulos OAHy PHO. Aplicando dos veces el teorema de Pitagoras resulta; 

OH 2 = OA 2 + AH 2 
OP 2 = OH 2 + PH 2 

Como AH = OB y PH = OC finalmente tenemos: 

OP 2 = OA 2 + OB 2 + OC 2 + = x 2 + y 2 + z 2 


de donde 


\OP\ = ' x 2 + y 2 + z 2 

Esta formula expresa que la distancia del punto P al origen O, que es el modulo del vector 
vvOP es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las componentes del vector vvOP, 
que son las coordenadas del punto P. Podemos llamarla teorema generalizado de Pitagoras. 



103 


Distancia entre dos puntos 

SeanA{ai,a 2 ,as)YB{bi,b 2 ,bs ) dos puntos del espacio. Las componentes del vector AB = 
b-a son {b\ - d \, b 2 - d 2 ,b 2 - a 2 ) de modo que tambien por el teorema de pitagoras vale: 

\AB\ = yj[bi - ai) 2 + ( b 2 - a 2 ) 2 + (fo 3 - a 3 ) 2 

formula que da la distancia entre Ay B. 

Opereaciones con vectores 

Igual que en el piano, las correspondiencias: 

A*-* a {a\,a 2 ,a 2 ) 

son biyectivas. 

Los numeros a\, a 2 , a 3 de la terna ordenada [a\,a 2 , a 2 ) e U 3 pueden considerarse como 
las coordenadas del punto A 6 como las componentes del vector de posicion vvOA = a. 

La suma de dos vectores pueden definirse por la regia del paralelogramo, en el piano que 
ellos forman, y efectuarse de igual modo que en el piano, colocando el origen del segundo 
en el extremo del primero, y as! sucesivamente. La proyeccion sobre los ejes coordenados 
por pianos perpendiculares a los mismos muestra que cada componente de la suma de las 
componentes de los vectores dados, es decir: 

o, + b + b\, d 2 + b 2 .d 2 + b%) 



Los multiplos A(ai, d 2 , a 3 ) = (Aai, Xd 2 , Xd 3 ) estan sobre la recta por el origen de vector 
direccion a. Es decir, la ecuacion vectorial de la recta por el origen, igual que en el piano, es: 

x-ta 

y las ecuaciones parametricas: 

x = td\ 

y-td 2 teU 
z — td 2 
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Recta que no pasa por el origen 

Si B es un punto de la recta, de coordenadas {b\,b 2 , b 2 ) y a = (fl 1 ,a 2 ,a 3 ) su vector de 
direccion, la ecuacion de la recta se obtiene trasladando la recta paralela por el origen en el 
vector de posicion b del punto B. 


x-ta + b teU 



Las ecuaciones parametricas son 


x = ci\t+ b\ 

y- a 2 t + b 2 teU 

z = 0,3 t + b3 

Plano por el origen 

En el espacio, dados dos vectores a y b el piano determinado por las rectas a las que ellos 
pertenecen esta formando por puntos cuyos vectores de posicion son las sumas aa + tb por 
lo que la ecuacion vectorial del piano es: 

x- sa+tb ,s £ D3 ,teU 

Naturalmente, los vectores a y b tienen que ser vectores no paralelos, es decir, vectores 
linealmente independientes. En caso contrario, las combinaciones sa + tb dan puntos que 
estan en la recta por el origen en la direccion de a, que es la misma de b. 

Este piano pasa por el origen, ya que 0 = 0a + Ob. 
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Plano que no pasa por el origen 

Si un piano no pasa por el origen de coordenadas y C{c\, c 2 , c 3 ) es un punto del mismo, 
un piano paralelo al dado por el origen tiene una ecuaci”on vectorial de la forma anterior, si 
a y b son dos vectores contenidos en el mismo. Entonces la ecuacion vectorial del piano que 
contiene al punto C se puede obtener trasladando el piano por el origen en el vector c: 


= sa+ tb + c , s e U ,teU 



Ecuaciones parametricas 

Las ecuaciones parametricas del piano se obtienen expresando la formula anterior en 
coordenadas: 

x = ciis+ bit + c\ 
y = U 2 s +fI - C 2 sg[R, , t £IR 
z = a 3 s + b 3 1 + c 3 

Si el piano pasa por el origen, debe tomarse c x = c 2 = c 3 = 0 
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Plano por tres puntos 

Tres puntos no alineados determinanunpiano. Silos puntos son A,ByCy llamamos a,b 
yea sus vectores de posicion, entonces los vectores diferencia b-ayc-ase pueden con- 
siderar como vectores cuyas combinaciones s{b-a ) + t{c-a) generan un piano paralelo al 
dado por el origen de coordenadas. Naturalmente, hemos restado el vector a pero se puede 
restar cualquiera de ellos de los otros dos. 

Como el piano pasa por los tres puntos, expresando la ecuacion vectorial del piano como 
el piano que pasa por A, obtenemos: 

x = s(b - a) + t(c - a) + a 



Ejemplo. Encontrar la ecuacion vectorial del piano determinado por los puntos 


A(2,0,-l),B(0,3,2)y C(-2,3,4). 

Los vectores doferencia de los dos ultimos con el primero son b-a = (-2,3,4), c- a = 
(-4,3,5) por lo que la ecuacion vectorial es: 

(x,y,z ) = s(-2,3,3) + f(-4,3,5) + (2,0,-1) 

O sea (jc,y,z) = (-2a-4t + 2,3s + 3t,3s + 5t- 1) que nos da de inmediato las ecuaciones 
parametricas: 


x = -2s-At+ 2 

y-3s + 3t se[R ,teU 

z-3s + 5t-l 


Ecuacion cartesiana del piano 

Eliminando los parametros sy ten las ecuaciones parametricas de un piano se llega a 
una ecuacion en las variables x, y, z que es su ecuacion cartesiana. 

Lo haremos para el piano del ejercicio anterior. 

Restando las dos ultimas ecuaciones resulta: 
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y-z = 3t-5t + 1 = -2t+ 1 (1) 

y-3t 

De la segunda resulta 5 = —-— 

Reemplazando la primera: 

x = -|(y-3f) -At + 2 
x = -|y+2f-4f + 2 (2) 

x = -|y-2f+2 

Eliminando t entre (1) y (2) obtenemos la ecucacion 

1 

-y-z-x --1 

o bien 


3x-y + 3z-3 = 0 

que es la ecuacion del piano. 

La eliminacion de los parametros sy ten las ecuaciones parametricas del piano da siem- 
pre una ecuacion del tipo: 


ax + by + cz + d- 0 


Ecuaciones cartesianas de la recta 

La eliminacion del parametro t en las ecuaciones parametricas de la recta: 

x = ait+bi 
y = a 2 t + b 2 
z = a 3 t+bs 


da, cuando los tres numeros a\, a 2 y a 3 son diferentes de cero, las ecuaciones: 

x — b\ y-b 2 z-b 2 

U\ Cl 2 CI3 

que equivalen a tres ecuaciones lineales, a saber: 


a 2 x-a\y + a\b 2 - a 2 bi = 0 
a-^y- a 2 z + a 2 b 2 - a, 3 b 2 = 0 
aix- a\z + aib?, - a^bi =0 

Cada una de estas ecuaciones representa a un piano paralelo a uno de los ejes coordena- 
dos. La recta aparece as! como intersection de tres pianos. 
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Si uno de los a,- es igual a cero, por ejemplo rq = 0, debe ser x = b\ constante, esto quiere 
decir que la recta esta contenida en el piano x = b\, paralelo al piano yz. Lo mismo sucede 
si a 2 - 0 6 a 3 = 0. 

Las ecuaciones 

x-b\ y- b 2 z-b 2 
U\ u 2 

representan entonces una recta en el espacio, que pasa por el punto bi,b 2 ,b 3 y tiene valor 
de direccion {a\, a 2 , a 3 ). 



Ejemplo. La ecuaciones: 

x-3 _ y + 2 _ z-1 
5 “ -4 “ _ 0 _ 

representan una recta que es interseccion de los palnos de ecuaciones: 


x-3 

5 


z-1 

y + 2 

- o 

-4 


4x + 5y-2 


El segundo palno es un piano paralelo al eje de las z, cuya traza sobre el piano xy es la 
recta de ecuacion 4x + 5y - 2 = 0. 
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Representation de pianos 

En los ejemplos anteriores se ve que es facil representar a un piano paralelo a un piano 
coordenado 6 a un eje de coordenadas. En este ultimo caso, basta representar la traza sobre 
el piano formado por los otros dos ejes y las rectas de intersection con los otros dos pianos 
coordenadas, paralelas al eje en cuestion. En la ecuacion del piano, falta la letra correspond! - 
ente al eje al cual el piano es paralelo, por lo que la ecuacion del piano es igual a la ecuacion 
de la traza. 

Ejemplo. La ecuacion 4x - 3z - 12 = 0 es la ecuacion de un piano paralelo al eje y. Rep- 
resentando la recta de ecuacion 4x - 3z - 12 = 0 en el piano zx y las rectas paralelas al eje y 
podemos representar el piano. 



Si el piano no es paralelo a ningun eje coordenado, calculamos sus intersecciones con 
los ejes, obteniendo tres puntos. Dos cualesquiera de ellos determinan una recta que es la 
intersection del piano con un piano coordenado. 

Ejemplo. 5x + 2y - z = 10 tiene intersection con el eje de las x (y = 0, z = 0) igual punto 

(2,0T0E 

De igual forma se obtiene el punto (0,5,0) como intersection con el eje de las y y el punto 
(0,0,-10) como intersection con el eje z. 
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Uniendo esos puntos se obtienen las trazas sobre los pianos coordenados. El triangulo 
as! obtenido da idea de la situacion del piano. 


y 


Naturalmente, es necesario elegir una escala adecuada para que el dibujo sea posible. 

Representation de la recta 

Como una recta esta determinada por dos puntos, basta determinar dos puntos que 
pertenescan a ella. 

Ejemplo. Representar la recta de intersection de los pianos: 

2x + -3y + 4z = 0 
—x + 5y — 2z — 6 

Poniendo z = 0 se obtiene el sistema de ecuaciones 

2x-3y =0 
-x + 5y-6 

cuya soluncion es x = y; y = y. Entonces el punto (y, y, 0) pertence a la recta. 

Si ponemos y - 0 obtenemos las ecuaciones 

x = -2 z 
-x-2z = 6 

que nos conducen a la ecuacion 2z - 2z = 6, que es incompatible. Este resultado indica 
que no puede ser y - 0, o sea, que la recta buscada es paralela al piano de ecuacion y - 0, 
que es el piano zx. 

Entonces ponemos x - 0 obteniendo de la primer ecuacion la relacion z = |y. Reem- 
plazando en la segunda se obtiene y = y, z = de modo que el punto (0, y, |) es un se- 
gundo punto de la recta. 




Ill 



Como un vector de direccion de la recta es el vector diferencia de los vectores de posi¬ 
tion de dos de sus puntos, un tal vector es d = (y, 0 , ^) o el vector de componentes propor- 
cionales a = ( 2 , 0 ,- 1 ). 

Este vector no tiene componente segun el eje y, como corresponde a una recta paralela 
al piano zx. 

Cosenos directores de una recta 

Sea Zuna recta con vector de direccion a = {a\, a 2 , a 3 ). El vector: 

a (^i> & 2 , ci 3 ) 

u = — = - 

y/ a\ + a?; + 

es tambien un vector de direccion de la recta, con igual sentido que a. 

El vector u, siendo unitario, tiene componentes: 

u\ = cos a, U 2 - cos /3, u 3 = cos y donde a, /3, y son los angulos que forma l con los ejes. 



Estos tres numeros se llaman cosenos directores de la recta. Siendo ellos las compo¬ 
nentes de un vector de modulo 1 , cumplen: 
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cos 2 a + cos 2 /3 + cos 2 7 = 1 

Dados tres numeros 71 , 72.73 tales que 71 + 72 +T 3 = 1 ellos son componentes de un vector 
unitario y por lo tanto son cosenos directores de una recta por el origen con ese vector de 
direccion, y de todas las rectas del espacio paralelas a ella. 

Base canonica 

En el espacio los vectores i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1) tienen la propiedad sigu- 
iente: todo vector (rq, a 2 , fl 3 ) puede expresarse como la combination ax(l, 0 , 0 ) + a 2 ( 0 , 1 , 0 ) + 
^ 3 ( 0 ,0,3) = ci\i + ~t ^ 3 k 

En este sentido se dice que ellos forman una base canonica. 

Son los vectores unitarios en la direccion de cada eje coordenado. 



Ejercicio 1 

a) Representar las rectas por el origen que pasan por los puntos: 

/)(3,2,5) /0(—2 — 2.4) Hi) ( 2 ,-4,- 6 ) 

b) Escribir las ecuaciones vectoriales y parametricas de las rectas de la parte a). 

Ejercicio 2 


Dada la recta de ecuacion vectorial x = ta, a= (1, -1,2), escribir la ecuacion vectorial y 
las ecuaciones parametricas de la recta paralela a ella por el punto de coordenadas (3,4,5). 

Ejercicio 3 


Las dos primeras rectas del ejercicio 1 determinan un piano. Encuentre su ecuacion vec¬ 
torial y sus ecuaciones parametricas. Eliminando el parametro en estas ultimas, hallar la 
ecuacion cartesiana del piano. 
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Ejercicio 4 

Escribir la ecuacion del piano paralelo al anterior por el pun to (5, -4,1) (vectorial, parametri- 
cas y cartesiana) 

Ejercicio 5 

Hallar la ecuacion vectorial de la recta que pas por los puntos (2,3, -7) y (6,0, -1). 

b) Eliminando el parametro, encontrar las ecuaciones cartesianas de esa recta. 

c) Representar dos de los pianos proyectantes de la recta. 

Ejercicio 6 

Hallar la ecuacion vectorial, las ecuaciones parametricas y la ecuacion cartesiana del 
piano que pasapor los puntos A{- 2,1,0), 5(0,-3,2) y (4,3,6). 

Ejercicio 7 

Representar el piano de la ecuacion 

2x-3y+ 6z = 12 

Encontrar la intersection de ese piano con la recta de ecuaciones parametricas: 

x= -l-t 
y — —2 + 3 1 te[R 
z = -4+ t 


Ejercicio 8 

Dada la recta de exuacion cartesiana: 

x + 3 _ y- 1 _ z-2 
5 “ -3 ~ ~^T 

a) Escribir sus ecuaciones parametricas y la ecuacion vectorial. 

b) Determinar los socosenos directores de la recta y representar el vector unitario que 
tiene a esos numeros como componentes. 
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TEMA10 


Producto escalar 


En el conjunto de los vectores del piano puede definirse un producto llamado producto 
escalar o producto interno de los vectores. 

Definicion; el producto escalar de los vectores a y b es el numero real < a,b >= a\b\ + 
a 2 b 2 . 

Tambien se suele indicar a.b al producto escalar y se lo llama producto punto. En base a 
esta definicion, pueden probarse las siguientes propiedades del producto escalr: 

a) el producto escalar es "definido positivo": 

<a,a>>0, <a,a>=0=>a = 0 

b) <a + b,c> = <a,c> + <b,c>esla propiedad distributiva respecto del primer factor. 
Prueba: < a+b,c >= {ai+bi)ci + [a 2 +b 2 )c 2 = a\C\ + a 2 c 2 +b\Ci + b 2 c 2 = < a,c > + < b,c > 

c) < a, b > = < b, a > conmutatividad. 

d) Si A es un numero real, vale < Aa,b >= A < a,b > = < a,Ab >. Esta propiedad suele 
llamarse homogeneidad. 

De b) y c) resulta la propiedad distributiva respecto al segundo factor: 

<a,b + c> = < a.b > + < a,c > 

Estas propoiedades nos dan la linealidad respecto a cada factor: 


< Aiai + A 2 a 2 ,b >= Ai < ai,b > +A 2 < a 2 ,b > 

< a, pibi + /i 2 b 2 >= pi < a,bi > +p 2 < a,b 2 > 

Entonces, el producto escalar es bilineal , es decir, lineal respecto de cada uno de los fac- 
tores. 

La razon de la gran utilidad del producto escalar es que los conceptos metricos de dis- 
tancia y de angulo pueden expresarse en terminos de productos escalares. Asi el modulo o 
longitud de un vector es 



a\ + a 


2 = \/< a, a > 
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y la distancia entre dos puntos P y Q de vectores de position p y q esta dada por: 


d{P,Q) = \p-q\ = v /<p-q,p-q> 


10.1 Angulo entre vectores 

Dados dos vectores a y b el vector b - a puede considerarse como el tercer lado del trian- 
gulo formado por a y b: 



En el triangulo vale el teorema del coseno que , aplicado al lado b - a da: 

|b-a| 2 = |a| 2 + |b| 2 -2|a||b|cos0 
Por las propiedades de linealidad tenemos: 

|b-a| 2 =<b-a,b-a>= |a| 2 + |b| 2 -2 < a,b > 

igualando resulta: 


< a,b >= |a||b|cos0 

donde 0 < 0 < n es el angulo entre vectores. 

Inclulmos los dos signos de igualdad con el fin de considerar los casos en que a y b sean 
paralelos, del mismo 6 de opuestos sentidos: 

-2 ►-b- ^ -a_j-b ^ 

O O 


Laformula< a,b > = |a| |b| cos 0 no solo permite el angulo 0 por la formula: 0 

sino tambien de gran utilidad en el estudio de las proyecciones. 

Como | cos 0| < 1 vale la desigualdad 

< a,b >< |a|.|b| 

llamada desigualdad de Cauchy-Schwarz. Ella puede probarse en espacios R n de dimen¬ 
sion mayor que tres en forma totalmente algebraica, sin usar la funcion cos 0. 

Justamente, en espacios de dimension mayor que 3 ella sirve para definir el angulo entre 
vectores por la formula (*). 


= arccos ■ 


< a,b > 

|a||b| 
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10.2 Ortogonalidad 

Si los vectores ay b tienen direction perpendiculares, entonces cos0 = 0y<a,b>=0 

Reciprocamente, sia^Oyb^O entonces < a,b >= 0 => cos <p = 0 y como 0 <<p<n debe 
ser <p= 

Asi que < a, b > = 0 es condicion necesaria y suficiente para que a y b sean ortogonales. 

Un vetcor unitario se llama tambien vector normal. Para que u sea normal debe ser de 
modulo igual a 1. Los vectores de la base canonica del piano i = (1,0) y j = (0,1) son ortogo¬ 
nales ya que < i, j >= 0. Ademas son vectores de modulo 1 por lo que se dice que constituyen 
una base ortonormal . 

Esta base esta ademas positivamente orientada, en el sentido que, rotando el vector i 
hacia el vector j, este giro se efectua en el sentido positivo del piano, contrario al de las agujas 
del reloj. 



Todo par de vectores ei, e 2 del piano tales que: 


< ei,ei >=< e 2 ,e 2 >, <e!,e 2 >=0 


< ei,ei > = < e 2 ,e 2 >, <ei,e 2 >=0 

forman un par ortonormal, pero puede estar orientado positivamente o negativamente: 




10.3 Descomposicion ortogonal 

Dados dos vectores a y b, si proyectamos ortogonalmente el vector a sobre la recta a la 
que pertenece el vector b, el vector a puede escribirse como suma vectorial a = x + y donde 
x es un vector paralelo a b e y un vector ortogonal a b. Es decir: 


x=Ab, <y,b>=0. 
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Entonces, siendo a = Ab + y, multiplicando escalarmente por b obtenemos: 


< a,b >= A < b,b > + <y,b > 

Como < y,b >= 0 resulta: 


Entonces: 

<a,b> 

x= . . b 
< b,b > 


A = 


< a, a > 

< b,b > 


y- a- 


<a,b> 

-b 

< b,b > 


El vector x, componente de a en la direccion de b se llama proyeccion ortogonal de a sobre b. 
El vector y es la componente de a ortogonal a b. 

Escribimos: 

x= pr b a. Entonces, como < a ,b >= |a||b|cos0 y < b,b >= |b| 2 resulta: 


pr b a = (|a|cos0) — 

|b| 

El vector unitario u = en la direccion y sentido de b es el vector de direccion de la 
recta l del vector b. 

Entonces: 


pr h a = {pr,a)u 

donde pria es el numero que hemos definido antes como proyeccion del vector a sobre 
la recta l orientada segun el vector b, numero que es negativo si f < <p < tt. 



Ejemplo. Sean los vectores (4,3) = a y (-2,1) = b. 
Sia = x + y donde x= A(-2,1) entonces 


< (4,3), (-2,1) > 5 

—^-(- 2 , 1 ) = —(- 2 , 1 ) = (- 2 , 1 ) 

| (— 2 , 1)| 2 5 


y= (4,3) - (2,-1) = (2,4). 

El vector (2,4) es ortogonal a (-2,1) como es inmediato constatar. 
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10.4 Aplicaciones 

Distancia de un punto a una recta 

Dada una recta de ecuacion 


ax + by + c- 0 (1) 

y el punto (x 0 , yo) del piano, si unimos este punto con un punto cualquiera (xi, yi) de la 
recta, obtenemos el vector (xo - Xi, yo - yi) 



En la pagina 99. vimos que un vecctro de direccion de la recta de ecuacion (1) es el vector 
(- b , a). Entonces el vector ( a , b) es un vector ortogonal a la recta, ya que el producto escalar 
de ambos vectores es nulo. 

Si por le punto (xo,yo) trazamos la recta perpendicular a la recta dada, este vector ( a , b) 
puede tomarse como vector de direccion de la recta perpendicular. 

Entonces, el valor absoluto de la proyeccion ortogonal del vector (x 0 - Xi,y 0 - yi) sobre 
el vector ( a , b) da la distancia del punto a la recta. O sea: 

d _ 1 < (a,fr),(x 0 -xi,y o ,yi) > | 

\{a,b)\ 

d _ |fl(x 0 -xi)+ b(y 0 -yi)| 

V a 2 + b 2 

Como el punto (xi, yi) pertenece a la recta, se verifica 


ax i + by\ + c = 0 

lo que da axi + byi = -c. Reemplazando resulta: 



120 


TEMA10. PRODUCTO ESCALAR 


Ecuacion normal de la recta 

Sabemos que si multiplicamos los coeficientes de la ecuacion de una recta por un numero 
diferente de cero, la nueva ecuacion representa a la misma recta. 

La ecuacion: 


a 


-,x + 


y+ 


V a 2 + b 2 V a 2 + b 2 V a 2 + b 2 


= 0 


obtenida de la ecuacion de la recta dividiendo los coeficientes por Va 2 + b 2 , se llama 
ecuacion normal de la recta. 

Como Va 2 + b 2 es el modulo del vector ( a , b), dividir cada componente de este vector por 
su modulo equivale a convertirlo en un vector de modulo 1. 

Entonces: La distancia de un punto a una recta es el valor absoluto del numero que se ob- 

tine reemplazando las coordenadas del punto en el primer miembro de la ecuacion de la 

recta. 

Observation: debe tomarse el valor absoluto de ese numero ya que la proyeccion de un 
vector sobre otro puede ser negativa. 

Ejemplo: Distancia del punto (-2,7) a la recta de ecuacion: 3x - 4y + 8 = 0. 

La ecuacion normal es|x-|y+| = 0 

Reemplazando las coordenadas del punto en el primer miembro de esta ecuacion se ob- 
tienef(-2)-f(7) + § = -f 

Como este numero es negativo, tomando su modulo tenemos; 



Producto escalar en el espacio 

En el espacio los vectores tienen tres compononetes. El producto escalar de dos vectores 
a= ( a\,a 2 , a-^) y b = se define como el numero real < a,b >= a\b\ + a 2 &2 + a?,b^. 

Las propiedades del producto escalar en R 3 son las mismas que en R 2 y se demuestran 
del mismo modo. 

Como dos vectores determinan un piano que los contiene, en el piano vale el teorema 
del coseno, del cual se deduce la identidad: 


< a,b >= |a||b|cos0 

Si 0 es el angulo entre los vectores, medido entre 0 y n. 

De modo que el angulo entre dos rectas del espacio se determina por la formula: 


cos <p = 


< a,b > 

|a||b| 


Si a y b son los vectores de direction de las mismas. Naturalmente, si se cambia la direc¬ 
tion de uno de esos vectores, el signo del coseno cambia, obteniendose el angulo suplemen- 
tario jt — (p. 

La proyeccion de un vector sobre otro sigue dada por la formula: 
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PTb a = 


<a,b> 

-hir b= 


< a,b > 

|b| 


u 


Si u es el vector unitario que se obtiene normalizando a fo. 


Ecuacion del piano. Vector Normal 

El vector sirector de una recta ortogonal a un piano se llama vector normal al piano. Como 
la recta perpendicular a un piano es perpendicular a cualquier recta del mismo, si (xo, yo, Zo) 
es un punto fijo del piano y el vector diferencia (x - x 0 , y - yo, z - z 0 ) son ortogonales. En- 
tonces, todo punto (x, y, z) del piano verifica la ecuacion: 


ni(x-xo) + n 2 (y - yo) + n 3 {z-z 0 ) = 0 


que expresa la anulacion del producto escalar de los vectores n = {n\, n 2 , n 3 ) y el vector 
x-xo. 

La ecuacion: 


< n,x-xo >= 0 

es una ecuacion cartesiana del piano. 

Reciprocamente, dada una ecuacion: 

xa + by + cz + d = 0 

si (xo, yo,Zo) es un punto del piano que ella representa, restando de la ecuacion anterior 
la ecuacion: 


ax o + by 0 + czo + d - 0 
verificada por las coordenadas del punto, obtenemos: 

a{x - xo) + b{y - yo) + c{z - zo) = 0 
ecuacion que muestra que ( a, b, c ) es un vector normal del piano. 



(V/o,Zo) 
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Distancia de un punto a un piano 

La distancia de un punto a un piano puede obtenerse del mismo modo que la distancia de 
un punto a una recta. Si xo es el punto exterior al piano y X! un punto cualquiera del mismo, 
se proyecta el vector x 0 - xi sobre el vector n normal al piano. 



Entonces la distancia es: 


I <xp-xi,n> | 
|n| 


= d 


Ecuacion normal del piano 

Si la ecuacion del piano es: 


ax + by + cz + d = 0 

un vector normal al piano es el vector (a, b, c ). 

Si (x 0 , y 0 , zo) = x 0 y (xi, y x , z x ) = x, entonces: 

^ _ | fl(x 0 - xi) + fo(y 0 - yi) + c(z 0 - zi) 1 
V a 2 + b 2 + c 2 

Siendo ax x + by x + cz\ + d - 0, podemos reemplazar en la formula anterior ax x + by x + 
cz x - -d obteniendo: 


^ _ |ax 0 + by 0 + czo + d\ 

V a 2 + b 2 + c 2 

de modo que, llamando ecuacion normal del piano a la ecuacion: 

abed 

, x H— y H Z -4 —- .. _ . = 0 

V a 2 + b 2 + c 2 V a 2 + b 2 + c 2 V a 2 + b 2 + c 2 V a 2 + b 2 + c 2 

la distancia del punto al piano se obtiene reemplazando las coordenadas del punto en el 
primer miembro de la ecuacion normal del piano. 

Ejemplo. Distancia del punto (1, -5,3) al piano de ecuacion 4x - 7y + 3z - 2 = 0. 

Siendo \/4 2 + (—7) 2 + 3 2 = \/74 

. + , |4.1 -7(-5) +3.3-21 46 

la distancia es igual a-—-= —— 

y/74 y/74 
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Este ejercicio puede tambien resolverse sin hallar la ecuacion normal. Para ello encon- 
tramos un punto que satisfaga la ecuacion del piano, por ejemplo, si ponemos y = z - 0, 
debe ser x -\. El punto (|,0,0) es un punto del piano, uniendolo con el punto (1, —5,3) 
obtenemos el vectro -5,3). La proyeccion de este vector sobre el vector (4, -7,3) normal 
al piano da: 


Ij4 + (—5)(—7) +3.3I _ 46 

sill sfll 


Bases ortonormales 

En el espacio, tres vectores ei,e 2 ,e 3 tales que: 


< ei,ei >=< e 2 ,e 2 >=< e 3 ,e 3 >= 1 

< ei,e 2 >=< e 2 ,e 3 >=< e 3 ,ei >= 0 

se dicen ortonormales. en la practica 14 demostraremos que todo vector del espacio 
puede escribirse como combination: 


v — Aiei + A 2 e 2 + A 3 e 3 

donde A/ =< v,e ; - >, i = 1,2,3. Los vectores i,j,k de la base canonica forman una base 
ortonormal. 


Ejercicios 


Ejercicio 1 


Aplicando la definition, demostrar que el producto de dos vectores del piano es conmu- 
tativo. 

Demostrar que es "definido positivo": 


Ejercicio 2 


< a, a > >0 
<a,a>=0=>a = 0 


Calcular la norma de los vectores a = (- \fl, \fi) y b = (\/3,0) y determinar el angulo que 
ellos forman. 

Ejercicio 3 


Calcular pr^ asia= (2,3) y b = (-1,5). 

Ejercicio 4 
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Dados a = (4,1) y b = (1,5) efectuar la descomposicion ortogonal de a segun la direction 
de b y la componente ortogonal. 

Ejercicio 5 


Si ax+by+c = 0 es la ecuacion de una recta y (X],yi) , (x 2 , y 2 ) son dos puntos de la misma, 
el vector v = (x 2 - X\, y 2 - yi) es un vector de direccion de la recta. 

Demostrar que el vector (b, -a) es otro vector de direccion de la recta y que el vector ( a, b) 
esta en la direccion normal a la recta. 

Ejercicio 6 


Calcular la distancia del punto (-1,4) a la recta de ecuacion 2x + 3y - 6 = 0, sin usar la 
forma normal. Verificar usando la forma normal de la ecuacion de la recta. 

Ejercicio 7 


Dadas dosrectas de ecuaciones y = rri\X+d\, y = m 2 x+d 2 el angulo entrelas rectas puede 
determinarse por la formula: 


O sea: 


tg{0 2 -0 1) 


tgO 2 - tgd i 
1 + tgdi tgd 2 


m 2 - m i 

arctga =- 

1 + mi m 2 

Hallar el angulo de las rectas de ecuaciones 3x - 4y + 1 = 0, -2x + 7y + 3 = 0 
Observation. Esta formula da uno de los dos angulos suplemanetarios que forman las 
rectas. 

Ejercicio 8 


Determinar la ecuacion del piano perpendicular a la recta de ecuaciones: 

x + 6 _ y-2 _ z-3 
5 “ 4 “ -2 

Ejercicio 9 


La rectas de ecuaciones: 


x- 1 _ y + 7 _ z + 2 
-3 2 -1 

x + 4_y_z-6 
12 _ 8 _ 4 

son paralelas jPorque? Determinar la distancia entre esas rectas paralelas. 
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Ejercicio 10 


Encontrar la distancia del punto P{ 1, -3,1) al piano de ecuacion 5x - 8y + 3z + 2 = 0. 

a) en forma directa. 

b) usando la forma normal de la ecuacion del piano. 
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TEMA11 


Producto vectorial. Producto mixto 


Para muchas cuestiones de geometria y de fisica es util introducir un producto de vec- 
tores que sea un vector ortogonal al piano de vectores que se multiplican. Se llama producto 
vectorial y se indica a A bo axb 

Usaremos la notation axb. 

Definition: Dados dos vectores a = a\i + a 2 j + ak 3 y b = b\i + b 2 j + bk 3 se llama producto 
vectorial axb al vector cuyas componentes estan dadas por los coeficientes de i,j,k en el 
desarrollo por primera fila del determinante simbolico 

i j j 

U\ CL 2 

h b 2 b 3 

Es decir: 


axb = ( a 2 b 3 - a 3 b 2 )i+ {a3bl-aib 3 )\ + ( a\b 2 - a 2 b\)\a 
Como las componentes del producto vectorial son los determinantes 2x2: 


u 2 

a 3 

a 3 

U\ 

U\ 

a 2 

b 2 

b 3 

b 3 

bi 

bi 

b 2 


el producto vetorial tiene las propiedades de aditividad y homogeneidad respecto de 
cada factor, es decir: 


(a + b)xc= (axe) + (bxc) 
En efecto, la primer componente de (a + bxc) es 


b 2 b 3 
C 2 c 3 

y lo mismo vale para las otras dos componentes. 

Tambien, si A es un numero real vale 


a 2 + b 2 a 3 + b 3 


Cl 2 Cl 3 


c 2 c 3 


C 2 C 3 



(Aa) xb = A(axb) 
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yaque 


Aa 2 

Au 3 

= A 

a 2 

a 3 

b 2 

b 3 

b 2 

b 3 


, etc. 


El producto vectorial no es conmutativo. Vale: 


bxa= -(axb) 

Esta propiedad se debe al cambio en el signo de un determinante cuando se cambian 
dos de sus bias. Asi: 


CL\ 

a 2 


h\ 

b 2 

bi 

b 2 



a 2 


Entonces, tambien vale la propiedad distributiva respecto del segundo factor, ya que 
ax(bxc) = -(b + c)xa = -(bxa) + (-(cxa)) = axb + axc.(*) 

Es decir: 


ax (b + c) = (axb) + (axe) 

(*) Podemos omitir los parentesis cuando no haya posibilidad de confusion, de modo 
que escribiremos: 


ax(b + c) = axb + axe 

Analogamente se prueba que 


axAb = A(axb) 


Las propiedades demostradas pueden resumirse diciendo que el producto vectorial es line¬ 
al respecto de cada factor. O sea: 


(Aa + pb) xc = A(axc) + p(bxc) 
ax(Ab + /ic) = A(axb) + p(axc) 

Verifiquemos ahora la ortogonalidad del producto respecto de los factores ay b: 


< a,axb >= a\{a 2 b 3 - a 3 b 2 ) + a 2 {a 3 b\ - a\b 3 ) + a 3 {aib 2 - a 2 b i) + 


cii 


a 2 

b 2 


0-3 

b 3 


+ a 2 


a 3 

b 3 


Ct\ 

h 


+ d 3 


<2l 

bi 


a 2 

b 2 


U\ 

CL\ 

bi 


a 2 

a 2 

b 2 


a 3 

a 3 

b 3 


Igualmente vale < b,axb >= 0. Verifique. 

Naturalmente, esto vale en el caso de que a y b son paralelas, o sea si b = Aa entonces 
axb = ax Aa = A(axa) = 0 son determinantes con dos bias iguales. 

Reciprocamente, si axb = 0 todas las componentes son nulas, o sea: 


a 2 b 3 - a 3 b 2 = 0 
a 3 bi - aib 3 - 0 
aib 2 - a 2 b\ = 0 

Si todas las componentes de a no son nulas, estas formulas pueden escribirse: 
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b3_b2_h 
ci.3 U2 d\ 


o seab = Aa 


formula que indica que a y b son paralelos. 

Si alguna componente es nula, debe ser nula la componente correspondiente de b y la 
formula b = Aa sigue siendo valida. 

Para saber cual es el sentido de axb sobre la recta perpendicular a los vectores ayb, 
debemos ocuparnos de la orientacion del espacio de tres dimensiones. 


11.1 Orientacion 

En el espacio la orientacion esta dada por la orientacion de las ternas de vectores inde- 
pendientes. 

Los vectores i, j, k de la base ortonormal de R 3 tienen la propiedad geometrica siguiente: 
si rotamos i hacia j en el piano xy entonces k tiene la direction en que avanzaria un tornillo 
derecho o tirabuzon que se hiciera rotar del mismo modo: 




Lo mismo pasa si rotamos j hacia k, el tirabuzon avanza en el sentido de i y si lo giramos 
de k hacia i lo hace en el sentido de j. Esta propiedad se llama regia de la mano derecha. 

Cuando una terna de vectores tiene esta propiedad decimos que es una terna positiva y, 
al elegir una terna positiva como base del espacio diremos que este esta positivamente orien- 
tado. 

Como los vectores i, j, k son los vectores de direction unitarios de cada eje coordenado, 
su orientation esta de acuerdo con la election del sentido positivo de cada eje. 

Los ejes coordenados, o lo que es lo mismo, la terna i, j, k puede situarse de cualquier 
modo en el espacio, siempre que ella sea positiva en el sentido que hemos especificado. 




Entonces, dados dos vectores ayb, elegimos los vectores i y j de la siguiente manera: 
i = laf, j = jci donde c es la componente de b ortogonal a a, es decir 
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< b,a> 

c = b-a 

< a,a> 

Entonces el sentido de giro de a hacia c es el mismo que de a hacia b: 



El vector k se elige como que i, j, k formen una terna positiva. Entonces: 


de mo do que 


a = |a|i, 


b = |c|j + 


<a,b>. 

|a| 


axb = |a||c|ixj 
= |a||c|k 

Es decir, axb esta en la direccion de k. 

axb 


( 11 . 1 ) 



Entonces axb es ortogonal al piano a y b y esta dirigido en el esentido en el que avanza 
un tirabuzon que se hace girar de a hacia b. 

Encontraremos ahora un significado geometrico interesante para |axb|. 

Observamos que el area del paralelogramo de lados a y b es igual a 

A - |a||b| seruf) 

si <p es el angulo entre ay b, ya que la altura del paralelogramo de lados h - |b| sen<p. 
Teorema 11.1 El area de un paralelogramo de lados a yb es igual a |axb|. 
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Demostracion: 

|axb| 2 = ( a 2 b 3 - a 3 b 2 ) 2 + (a 3 bi - a 3 b 3 ) 2 + {a 3 b 2 - a 2 bi) 2 

Desarrollando obtenemos: 

a\{b\ + b\) + a\{b\ + b 2 ) + a 2 {b\ + b\) - 2a 2 b 2 a 3 b 3 - 2a\a 3 b\b 3 - 2a\a 2 b\b 2 . 

varemos que sumando a 2 bf al primer termino, a 2 b 2 al segundo y a 2 bi al tercero pode- 
mos escribir: 

|axb[ 2 = ( a 2 + a\ + a\){b\ + b\ + b\) - {a\b\ + a\b\ + a\b\) 2 
= |a| 2 .|b| 2 - < a,b > 2 

Como < a,b >= |a|.|b| cos0 tenemos que: 

|axb| 2 = |a| 2 .|b| 2 (l — cos 2 0) 

Siendo 1 - cos 2 <p = sen 2 <p y como sen<p > 0 ya que 0<<p<n, extrayendo la raiz cuadrada 
obtenemos: 

|axb| = |a||b|sen0 

de modo que el area A del paralelogramo es |axb|. 

Aplicacion En el piano referido a un par ortogonal i, j, si un triangulo tiene como dos la- 
dos a dos vectores v = (iq, v 2 ) y w = w 2 ); si completamos la base i, j a una base ortogonal 

del espacio agreagando k = |ixj|, las componentes de los vectores vyw, considerados como 
vectores en el espacio, son (iq, v 2 , v 3 ) y (uq, w 2 , w 3 ) por lo que su producto vectorial es: 

i j k 

|vxw| = V] v 2 0 = {v\W 2 - v 2 W\)k 

w i w 2 0 

Siendo el area del paralelogramo que tiene a esos vectores como lados igual a |v x w|, el 
area del triangulo, que es a mitad de este numero, es igual al valor absoluto del determinante: 

iq V 2 
uq W 2 


Area del triangulo de vertices 

A{a lt a 2 ), B{b\, b 2 ), C(ci, c 2 ) 
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El numero positivo 6 negativo | A puede llamarse area signada del triangulo ABC. 

Elay transformaciones que conservan la orientation y otras que la invierten, las primeras 
no cambian el signo A (aunque pueden alterar el valor del area) y las segundas cambian 
el signo del determinante. Ver Apendice sobre transformaciones del palno en el libro de 
Geometria ||. 

11.2 Plano que contiene a dos rectas dadas 

Dos rectas que se cortan en un punto x 0 generan un piano. Si a y b son vectores de direc- 
cion de las rectas, el vector n = axb es un vector normal al piano, cuya ecuacion es entonces: 

< n,x-xo >= 0 

11.3 Rectas de interseccion de dos pianos 

Dados dos pianos tc\ y n 2 si n! y n 2 son sus vectores normales, la recta de interseccion de los 
pianos debe ser perpendicular tanto ni como a n 2 . Entonces el vector ni xn 2 , que tambien 
es perpendicular a ni y n 2 puede tomarse como vector director de la recta de interseccion. 



Ejemplo. Sean dos pianos de ecuaciones: 2x - y + 3z - 4 y -x + 2y - 3z = 1. Hallar la 
ecuacion de su interseccion. 

Los vectores ni = (2, -1,3) y n 2 = (-1,2,-3) son los vectores normales. Entonces: 


a = nixn 2 = 


i j k 

2-13 
-1 2 -3 


-3i + 3j + 3k 


puede tomarse como vector de direccion de la recta, para encontrar las ecuaciones 
parametricas de dicha recta nos falta determianr un punto de la misma, es decir, un punto 
que satisfaga a las ecuaciones de los pianos: 


2x- y + 3z - 4 
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-x + 2y-3z = 1 


Como solo hay dos ecuaciones y las incognitas son tres, damos a una de las variables un 
valor arbitrario, por ejemplo z = 0 y resolvemos el sistema que resulta: 


= 4 (z = 0) 


x + 2y = 1 


cuya solution es x = 3, y = 2. De modo que el punto (3,2,0) es un punto de la recta de 
intersection de los pianos. 

Como vector de direction de la recta puede tomarse el vector (-1,1,1) paralelo al (-3,3,3) 
con lo que la ecuacion vectorial de la recta es 


(x,y,z) = (-l,l,l)f+ (3,2,0) 


y las ecuaciones cartesianas: 


3-x = y-2 = z 


11.4 Distancia entre rectas alabeadas 

Dadas dos rectas alabeadas, ya hemos visto que existe una perpendicular comun que une 
a dos puntos cuya distancia es el menor segmento que une puntos de una recta con puntos 
de la otra, es decir, realiza la distancia minima entre las rectas, que es lo que llamamos dis¬ 
tancia entre las rectas alabeadas. 

Si a! es el vector de direction de una de las rectas y a 2 el de la otra, 
el vector de direction comun es ai xa 2 . 

Determinando un punto sobre una de las rectas, que llamamos Pyun punto de la otra 
Q, la proyeccion del segmento PQ sobre ai xa 2 nos dara la distancia deseada. 

Observe la figura y recuerde el teorema 1 del tema 7: 



C 


a x x 


AC = PQ 
AC || PQ 
BC1AB 
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11.5 Producto mixto de tres vectores 

Dados tres vectores a, b y c se llama producto misto de a, b y c al numero (ab c) =< 

axb,c > 

De acuerdo con la definicion de producto vectorial, el producto mixto, que hemos indi- 
cado (abc) es igual a: C\{a 2 b 2 - a 2 b 2 ) + c 2 {a 2 b\ - aib 2 ) + c 2 {aib 2 - a 2 b\). Este es el desarrollo 
por la primera fila del determinante: 


Cl 

C2 

C3 


a\ 

a 2 

a 2 

a\ 

a 2 

a 2 

= 

bi 

b 2 

bs 

bi 

b 2 

b^ 


Cl 

c 2 

C3 


es decir: el producto de tres vectores es el determinante formado por las componentes de los 
tres vectores, en ese orden. 

Como el ultimo determinante tambien expresa el producto < bxc, a > vale: 

< axb,c > = < a,bxc > 

es decir, los signos, y x pueden intercambiarse 

Por las propiedades sobre cambio de signo de un determinante al cambiar sus filas vale 
tambien: 


(a b c = (b c a) = (c a b) 

(b a c) = (c b a) = (a c b) = - (a b c) 

El producto misto tiene un significado geometrico muy importante: 

Teorema 11.2 El valor absoluto del determinante o producto mixto de tres vectores es el 
volumen del paralelepipedo que tiene a esos tres vectores como aristas. 


01 


Demostracion: (abc) =< axb,c >= |axb||c|cos0 si 6 es el angulo del vector c con el 
vector axb perpendicular al piano de ay b. 

Ya vimos que |axb| es el area del paralelogramo de aristas ay b, que tomamos como base 
del paralelepipedo. 

La altura del mismo es |c| cos 9 cuando 0 < 6 < | y el valor absoluto de |c| cosd cuando 
\<Q<n 

Observamos que cosd es positivo cuando c esta en el semipiano respecto del piano de a 
y b al que apunta el vector axb y negativo si apunta en la direccion contraria: 
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En el primer caso, decimos que a, b y c forman una terna positiva. En el segundo caso 
forman una terna negativa y el determinante (a b c) es negativo. 

Entonces podemos decir que (a b c) es el volumen signado del paralelepipedo de aristas 
a, b, c. 


11.6 Volumen del tetraedro 

La figura mas simple en el espacio es la formada por cuatro puntos no coplanares A, B, C, 
D, junto con los segmentos que los unen, llamados aristas y los triangulos que determinan 
tres a tres, llamados caras. 



Para calcular su volumen, completamos el tetraedro trazando paralelas hasta formar un 
paralelepipedo con aristas iguales a tres de las aristas del tetraedro concurrentes en un ver- 
tice: 




11.6. VOLUMEN DEL TETRAEDRO 
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H G 



El tetraedro ABCD tiene igual volumen que el tetraedro ACDF: ABC y ACF son congru- 
entes y D es vertice comun. 

Tambien AFH es congruente con BCD y la altura de los tetraedros ABCD y AFHD es la 
misma, ya que es igual a la distancia entre las bases del paralelepipedo. 

Entonces: 

vol ABCD - vol ACFD= vol AFHD 

Como vol ABCD + vol ACFD + vol AFHD = ^ vol BCEDAFGH entonces el volumen 
del tetraedro ABCD es igual a g del paralelepipedo. 

Como las aristas de este ultimo son los vectores 


u = BA ,v = BC ,w = BD 


resulta; 


, 1 1 
vol ABCD = -|uxv,w| = — |(u vw)| 

6 6 

En terminos de las coordenadas de los vertices del tetraedro A{a\, a 2 , 0,3), B{b\, b 2 , 
C(ci, C 2 , C3) y D{di,dz, d-$), un calculo analogo al hecho para el area del triangulo en el piano 
muestra que: 


vol ABCD = 


1 

6 


<2\ 

0,2 

a 2 

1 

bi 

b 2 

b 3 

1 

Cl 

c 2 

c 3 

1 

d\ 

d 2 

d 3 

1 


es el volumen del tetraedro. 

El signo es positivo si u, v, w forman una terna positiva de vectores y negativo en caso 
contrario, 
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11.7 Doble producto vectorial 

Es el vector (axb) xc. Como este valor tiene que ser ortogonal a axb , el esta en el piano 
de a y b. Por lo tanto: 

(axb)xc = Aa + /ib 
Para hallar A y p calculamos aplicando la definition: 

i j k 

(axb)xc= a 2 b 2 -a 2 b 2 a 2 b\-aib 2 aib 2 -a 2 b\ 

C\ c 2 C 3 

La primer componente es @ 

c^{a 2 b\—a\b^)—c 2 [a\b 2 —a 2 b\) = [c 2 a 2 +c 2 a 2 )b\ - (c 2 b 2 +c 2 b 2 ) a\ = [a\Ci+a 2 c 2 +a 2 c 2 )bi-(biCi + 

b 2 c 2 + b 3 c 3 )ai =< a,c > bi~ < b,c > ai 

Analogamente, la segunda componente es: 

< a,c > b 2 - < b,c > a 2 

y la tercera: 

> a,c > fi 3 - < b,c > n 3 

Por lo tanto 

(axb) xc =< a,c > b- < b,c > a 
Usando la antisimetria puede probarse que: 

ax(bxc) =< a,c > b- < a,b > c 

de modo que ax (b xc) esta en el piano de b y c. 

Por lo tanto ax (bxc) ^ axb)xcyesto espruebaque el producto vectorial no es asociativo. 
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Ejercicios 

Ejercicio 1 

Hallar la ecuacion del piano determinado por las rectas concurrentes; 

x + 4 _ y- 1 _ z + 3 
5 “ 4 “ -2 
x + 4 _ y- 1 _ z + 3 
-1 “ 2 “ 7 

^Por que son concurrentes? 

Ejercicio 2 

Hallar la ecuacion del palno determinado por las rectas del ejercicio 2. 

Ejercicio 3 

Verificar que las rectas de ecuaciones: 

x-2 _ y + 3 _ z + 5 x + q _ y _ z- 1 
3 “ 1 _ -2 6 ~—2~ 5 

son alabeadas y determinar la distrancia entre ellas. 

Indicacion. El sistema de ecuaciones que resulta de buscar una solution ( x,y,z ), o sea, 
un punto comun, es incompatible. 

Ejercicio 4 

Calcular el area de los paralelogramos cuyas aristas son los vectores 

a) a = (-1,5) b = (9,0) 

b) a = (1,3, -2) b = (0,6, -3) 


Ejercicio 5 

Hallar el area del triangulo de vertices: 

A{- 1,4) 5(0,-6) c(-3,0) 


Ejercicio 6 


Determinar si los vectores (-1,0,5), (3,8,0) y (1,-1,1) forman una terna positiva o nega- 
tiva. Representar. 
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Ejercicio 7 

Calcular el volumen del tetraedro de vertices 

71(2,1,0) 5(0,3,-1) C(0,0,5) y D(-l,6,2). 



Ejercicios Adicionales 


Si usted resolvio los problemas de los temas 1 al 7 esta en condiciones de resolver otros 
problemas de geometria euclideana en los que se aplican los conocimientos adquiridos. 

Para los alumnos interesados, incluimos una lista de tales problemas. 

Problema 1. Sea ABCD un cuadrilatero convexo y sean AC y BD sus diagonales. 

1°) Demostar que cada diagonal es inferior al semiperimetro del cuadrilatero. 

2°) Demostrar que AC + BD es superior a cada una de las sumas AB + CD y AD + BC. 

3°) Deducir que la suma de las diagonales esta comprendida entre el perimetro y el semiperimetro 
del cuadrilatero 

Problema2. Sea l elpunto deinterseccionde las bisectrices interiores de los angulos By C 
del triangulo ABC. La paralela trazada por l al lado BC corta a AB en el punto D y a AC en 
E. Demostrar que DE = BD + CE. 

Problema 3. Sea V el punto comun de a la bisectriz exterior de C del triangulo ABC. La 
paralela a BC trazada por V corta a AB enD'ya AC en E' 

Demostrar que D'E' = | BD' - CE'\ 

Problema 4. En un triangulo ABC la bisectriz del angulo B corta en l a la altura correspon- 
diente adyenPala perpendicular por A al lado AB. 

1° Evaluar los angulos IAB, AID y ADI en funcion del angulo B. 

2° Comparar Al con AD 

Problema 5. En un triangulo ABC el angulo C es el triple del angulo B. La mediatriz d e BC 
corta a AB en D. 

1° Demostrar que CD divide al triangulo ABC en dos triangulos isosceles. 

2° Calcular el angulo exterior A del triangulo ABC en funcion del angulo B. 

Problema 6. Sea ABC un triangulo. Las alturas correspondientes a B y a C se cortan en H. 

Las perpendiculares a AB por By a AC por C se cortan en D. 

1° ^Cual es la naturaleza del cuadrilatero BDCH1 

2° Sea M el punto medio de BC. Demostrar que M es el punto medio de HD. jComo 
tiene que ser el triangulo ABC para que la recta DH pase por Al 

3° iQue propiedad tienen los angulos Ay D del cuadrilatero ABCD ? 

Problema 7. En un paralelogramo ABCD los vertices Ay B son fijos mientras que C describe 
un circulo de centra O. jComo se mueve el vertice D? 

Problema 8. En un triangulo isosceles variable ABC de base BC el vertice B es fijo y C de¬ 
scribe una recta Bx. La bisectriz interior del angulo C pas por un punto fijo P situado sobre 
la recta perpendicular a Bx en B. 

1° iQue puede decirse sobre la distancia a BC del centra del circulo inscrito al triangulo? 
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2° Hallar el lugar geometrico de esos centros. 

3° Evaluar la distancia de P a la recta AC 

Problema 9. Se da un angulo recto xOy. Un punto A se desplaza sobre Ox y un punto B 
sobre Oy de modo que AB tiene longitud constante. 

1° ^Cual es el lugar geometrico del punto medio M de AB ? 

2° jCual es el lugar geometrico del vertice C del rectangulo OACB1 

Problema 10. 

1° Se da un circulo de centra O y radio r. Encontrar el lugar geometrico de los puntos 
medios de las cuerdas del c’irculo que tienen una longitud c constante menor que 2 r. 

2° Construir las cuerdas de longitud c que pasen por un punto P interior al circulo. 
Problema 11. Consideremos un circulo de centra O y un punto P exterior al circulo. Una 
recta variable que pasa por P corta al circulo en los puntos Ay B, Sea M el punto medio de 
AB. 

1° Evaluar el angulo PMO. 

2° ^Cual es el lugar geometrico de los puntos M? 

Problema 12. Un trapecio isosceles ABCD esta inscrito en un circulo de centra O. El lado 
oblicuo AB esta fijo y los otros lados son moviles. Las diagonales AC y BD se cortan en M. 

1° Comparar los angulos AOB y AMB. Lugar geometrico del punto M. 

2° Demostrar que la paralela Mx a BC y AD pasa por un punto fijo l. 

Problema 13. Consideremos un circulo y una cuerda AB del mismo. Sea M el punto medio 
de un de los arcos subtendidos por la cuerda. Si se trazan por M dos rectas secantes que 
cortan a la circunferencia en C y E y a la cuerda en en D y F, demostrar que: 

1°) El cuadrilatero CDFE es inscriptible. 

2° El circulo circunscrito al triangulo ACD es tangente en A a la recta MA^Cual es el 
lugar de los centros de esos circulos? 

Problema 14. Se da un circulo de centra O, una tangente fija en B y uantangente movil en C 
que corta a la primera en A. 

1° ^Cual es el centra del circulo circunscrito al triangulo A BCR 
2° ^Cual es el lugar de esos centros al variar C sobre el circulo? 

Problema 15. Se da un triangulo isosceles ABC{AB = AC) 

1°) Mostrar que la bisectriz exterior del angulo A es paralela a BC. 

2°) Sean P y Q dos puntos de esa bisectriz tales que AP.AQ = AB 2 . Comparar los triangu- 
los APB y ACQ. 

3° PB y CQ se cortan en S. Demostrar que los triangulos APB y ACQ son semejantes al 
triangulo SPQ. 

4°) Encontrar el lugar de S cuando PyQse desplazan sobre la bisectriz exterior de modo 
que AP.AQ = AB 2 . 

Problema 16. Dado un circulo de centra O y un punto exterior P , sea M un punto que se 
mueve sobre el circulo y H la proyeccion de O sobre PM. 

1° jCual es el lugar de los puntos HI 

2°) ^Cual es el lugar de los puntos medios de los segmentos OH ? 

3°) ^Cual es el lugar del centro de gravedad G del triangulo POM ? 

Problema 17. Problema del turista La recta £ representa un camino y el segmento AB un 
edificio. Si P es la position del turista que recorre el camino £ ^Cual es el punto P del camino 
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desde el que se ve el edificio con mayor angulo de vision, o sea APB maximo? 

Problema 18. Construir la circunferencia que pasa por dos puntos Ay Byes tangente a una 
recta dada. 

Problema 19. Demuestre que el pentagono regular puede construirse con regia y compas: 

a) Demuestre que en un pentagono regular toda diagonal es paralela a un lado. 

b) Demuestre que las diagonales de un pentagono regular se cortan en un punto que las di¬ 
vide en media y extrema razon. O sea: = jyy 

QU = PT 

c) Tomando la longitud del lado como unidad, demostrar que la longitud del lado como 
unidad, demostrar que la longitud de la diagonal es un numero t que es raiz de la ecuacion: 

t 2 -t- 1 = 0 

V5 + 1 

d) Justificar la construction de Euclides del segmento QS de longitud t = —-— 

M en el punto medio de QU, QU de longitud uno, QUAB cuadrado. 

e) Construir el pentagono de lado unidad, con regia y compas. 

Problema 20. Justifique el siguiente procedimiento para dividir un segmento AB en media 
y extrema razon, o sea, hallar D tal que: 


AB _ AD 
AD~m 

CBEAB, longitud de CB = ^ longitud de AB. 

Indication. Usar potencia de A respecto de la circunferencia de centra C. 

Problema 21. Tres circulos de igual radio pasan por el mismo punto A y se cortan dos a dos 
en los puntos B, Cy D. Si M, N y P son los puntos diametrialmente opuestos al punto A en 
cada circulo: 

a) Mostrar que B,Cy D son los puntos medios de los lados del triangulo MNP 

b) ^Que representa el punto A par el triangulo MPN ? y ^Para el triangulo DCS? 

Problema 22. Los vertices B y C de un triangulo ABC son fijos y el vertice A se mueve sobre 
un circulo de centra O que pasa por ByC.SiHes el orticentro del triangulo y D, E los puntos 
diametralmente opuestos a B y C: 

a) Comparar los segmentos AH, DC y EB. 

b) Hallar el lugar geometrico de los puntos H. 

c) ^Que se puede decir sobre los arcos descritos simultaneamente por Ay HI 
Problema 23. Sean dos puntos fijos A y B y un tercer punto movil C situado sobre una recta 
perpendicular a AB en el punto l. Las perpendiculares trazadas por A a AC y por B a BC se 
cortan en D. Sea / la proyeccion de D sobre AB. 

a) Demostrar que el punto medio O de CD equidista de l y de / y tambien equidista de A y 
B. 
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b) Mostrar que / es fijo y encontrar el lugar de los puntos D. 

c) Si H es el punto simetrico de D con respecto al punto medio M de AB, demostrar que H 
esta sobre Cl. eQue es H del triangulo ABC ? 

Problema 24. Demostrar que el lugar geometrico de los puntos del piano tales que la difer- 
encia de los cuadrados de las distancias de los mismos a dos puntos fijos es constante es una 
recta perpendicular a la llnea de los centros. Esta recta se llama "eje radical" de las circun- 
ferencias. 

Problema 26. Dadas dos circunferencias que no se cortan, probar que el eje radical de las 
mismas puede obtenerse trazando otra circunferencia que corte a las dos anteriores y cuyo 
centra no este alineado con la llnea de los centros. 

Problema 27. Si a, b y c son los vectores de posicion de tres puntos no alineados A, B y C, 
demostrar en forma vectorial que las medianas de un triangulo concurren en un punto. 
Indication. Expresar vectorialmente dos medianas y encontrar el vector posicion de su punto 
de intersection. 

Problema28. Sean pi,p 2 ,. ,Pk los vectores posicion de los puntos Pi, P 2 ,....Pk- Si se 

suponen colocadas masas mi, m 2 ,...., mk en cada punto Pi, donde m; puede ser positiva, 
nula o negativa, se define el baricentro del sistema de masas como el punto G de vector 
posicion 

tfiipi + m 2 p 2 + - + m k pk 

g =- 

" mi + m 2 +... + mk 

k 

Siempre que L m, ^ 0 

l 

Probar que la posicion del baricentro es independiente de la posicion del origen de co- 
ordenadas y que solo depende de los puntos Pj y de las masas m ; -. 

Problema 29. Demuestre que P es el baricentro de A\, A 2 ,..., Ak con masas mi, ...mk si y solo 
si 


k 

E m i ( P “ = 0 

/=1 

Problema30. Sea \AB\ la longitud del vector AB. Sea G el baricentro de los puntos A, B 
afectados de masas a, ft respectivamente. Si a ^ 0, demostrar que la razon simple de los 
puntos ABC es igual a o sea 

AG _ p 
GB a 

Problema 31. Demostrar que el baricentro de tres puntos Ai, A 2 , A : > con masas mi, m 2 , m 3 
puede hallarse encontrando el baricentro Q de A t ( m 1 ) y A 2 {m 2 ) y luego el baricentro de 
A 3 {m 3 ) y Q{mi + m 2 ). 

Problema 32. Ponga las masas para que P sea el baricentro del triangulo Ai, A 2 , A 3 : 
Problema 33. jComo hallar el baricentro de los vertices de un tetraedro afectados de masas 
cualesquiera? 

Problema34. Se dice que G es el isobaricentro o centroide de los puntos A\ , A 2 ,...., Ak si 
es el baricentro correspondiente a masas iguales m, = m. (i = 1,..., k) Encontrar el isobari¬ 
centro de 
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a) un par de puntos A, B. 

b) los vertices de un triangulo. 

c) los vertices de un tetraedro. 

Problema 35. Si A, B y C son tres puntos no alineados, probar que, con valores adecuados de 
las masas m,-, cualquier punto P del piano puede ser baricentro de A, By C, con esas masas. 
Los numeros m,- asi obtenidos se llaman coordenadas baricentricas de P. Demostrar que 
las coordenadas baricentricas son homogeneas, es decir, las masas tint, t^O determinan el 
mismo punto P. 
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TEMA12 


APENDICE 1 


LAS BASES DE LA GEOMETRIA. AXIOMAS 

INTRODUCTION. Un poco de Historia 

En las obras pictoricas del hombre en las cavernas, como las de Altamira, en Espana y 
las de Lascaux en Francia, donde hay dibujos de gran contenido estetico, se observan trazos, 
proporciones y simetrlas que son parte del estudio de la geometrla. 

En cesterla y alfarerla hay complicados dibujos poligonales, como en las maravillosas 
cestas fabricadas por las tribus indlgenas de Venezuela. Es evidente que el hombre primitivo 
es guiado a estos hallazgos por su sentido estetico y que en forma ingenua capta verdades 
geometricas. 

Tambien en la In dia, Egipto y Babilonia comenzaron a conocerse relaciones y propiedades 
resultantes de las mediciones de figuras geometricas con fines rituales o utilitarios. 

En las construcciones de templos y de alterades en la India se utilizaban las Sulvasutras 
6 "reglas de la cuerda". 

Tambien en Egipto los "extendedores de cuerdas" median terrenos y es en estos usos y 
medidas donde se encuentran las primeras relaciones numericas y geometricas registradas 
en los antiguos documentos conocidos, como el Papirus Rhind. 

En este papiro el escriba Ahmes, calcula las areas del trangulo isosceles y del trapecio 
regular (este ultimo como aun hacemos en geometrla elemental) descomponiendolos en 
trlangulos y recomponiendo con ellos un rectangulo . 

Tambien Ahmes da como aproximacion del area de un clrculo de diametro igual a 9 el 
area de un cuadrado de lado 8 porque hace la siguiente construccion, 

Triseca el lado, quita los 4 triangulos isosceles (cuya area sabe calcular) y como nota que 
el area del clrculo excede el area de la figura que obtiene, en vez de tomar: 

9 2 - (2) (9) = 81-18 =63 

toma 64 = (8).(8) como area aproximada del clrculo. 
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Tanto en Egipto como en Babilonia se tomaba inicialmente, como aproximacion de la 
longitud del circulo, 3 veces el diametro, lo que equivale a poner n = 3. Mas tarde se hallaron 
fracciones que dan aproximaciones mejores. 

Pero es la civilization helenica a la que corresponde el honor de haber puesto las bases 
de la matematica moderna, sobre todo en el dominio de la geometria, debido al espiritu de 
los filosofos griegos, quienes, empenados en la busqueda de la verdad, no se satisfacian en 
el conocimiento de relaciones y propiedades de origen empirico. 

Los primeros matematicos griegos a quienes atribuyen resultados y demostraciones hasta 
entonces no conocidas vivieron en el siglo VI antes de Jesucristo. 

Elios fueron Thales de Mileto y Pitagoras de Samos. A Thales se le atribuye el haber 
probado la igual de los angulos en la base del triangulo isosceles pero no hay documen- 
tos que prueben que hizo una "demostracion" en el sentido de deducir los teoremas a partir 
de "axiomas" y teoremas anteriores demostrados en base a dichos axiomas. 

La escuela pitagorica, que reverenciaba a los numeros enteros daba razones para hacerlo, 
tales como: 

"Un solo punto es el generador de dimensiones, dos determinan una recta de dimension 
uno, tres no alineados, un triangulo de dimension dos y cuatro no coplanares un tetraedro 
con volumen de dimesion tres. La suma de los numeros de puntos que representan todas las 
dimensiones es 1 + 2 + 3 + 4 = 10. 

!E1 diez es por lo tanto el mas sagrado de los numeros pues representa a todas las dimen¬ 
siones!" 

Sin embargo, a pesar de estas razones misticas, en el fondo de esta veneration del numero 
estaba la admiration por la belleza de las relaciones y propiedades de los numeros, propiedades 
que Pitagoras y sus sucesores estudiaron y que fueron el material de varios libros de Euclides 
(/al IV, VllylX). 

Euclides vivio en Alejandria alrededor del siglo III, A.C. Escribio sus Elementos , en los 
que compendia toda la aritmetica y la geometria conocidas en su epoca. 

Pero lo mas notable de Euclides es que los 465 teoremas o proposiciones que prueba, son 
deducidas rigurosamente de los axiomas que propones. Al crear asi ina teoria matematica 
completa mediante el metodo deductivo, Euclides puede con justicia ser considerado el fun- 
dador de la ciencia matematica. 

No el iniciador, ya que muchos de los resultados ya eran conocidos y el trabajo de creation 
corresponde a la intuition: una vez entrevista una verdad o relation entre objetos matemati¬ 
cos, su prueba en base a verdades mas sencillas convence al espiritu de su validea. Asa los 
libros de V, VI y XII contienen resultados debidos a Eudoxio, el libro VIII a Arquitas y 
los libros X y XIII a Theaetetus. El geometra norteamericano Morris Kline dice en la in¬ 
troduction del volumen "Matematicas en el mundo moderno" (Selecciones del Scientific 
American) lo siguiente: 

"Los Elementos de Euclides, el primero de los clasicos matematicos que han sobrevivido 
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desde la antigiiedady la obra que hainspirado a cientos de generaciones de esfuerzos matemati- 
cos, fue un triunfo intelectual y un fallo pedagogico". 

La apreciacion peyorativa sobre el aspecto pedagogico, no se refiere al mismo Euclides, 
sino al uso que se hizo de el en la escuela primaria y secundaria en la que conviene hacer 
hincapie en la intuicion mas que en la deduccion. 

Euclides se propone demostrar propiedades de nuestro espacio real de (3) dimensiones, 
usando como punto de partida los conceptos de punto, recta y piano, y ciertas nociones 
intuitivas como la de pertencer y la de congruencia. 

Definia punto como "aquello que no tiene parte" y recta como "lo que yace uniforme- 
mente con los puntos sobre ella misma", que no son ciertamente definiciones satisfactorias. 
Hoy se prefiere tomar "punto", "recta" y "piano" como terminos no definidos, lo mismo que 
los tertminos del lenguaje tales como "pertenecer", "ser congruente", de modo que ellos 
quedan definidos en realidad por los mismos axiomas que son base de la teoria. 

Los axiomas de Euclides no son en realidad suficientes : el empleaba algunas relaciones, 
como la de "estar entre", sin definirlas , relaciones que se presentan a nuestra intuicion al 
dibujar diagramas, en los que Euclides, como todos nosotros, se apoyaba. 

Aunque la construccion de Euclides pueda presentar fallas desde el punto de vista ex- 
igente actual, es cierto, como dice M. Greenberg en su hermoso libro "Euclidean and non 
Euclidean Geometry" Development and History: "El logro fue el seleccionar unos pocos pos- 
tulados simples, verdades que eran aceptadas sin mayor justificaciony luego deducir de ellas 
465 teoremas, muchos de ellos complicados y nada obvios intuitivamente, qque contenian 
todo el conocimiento geometrico de su tiempo. Una de las razones por las que los Elementos 
es untrabajo tan hermoso es que tanto haya sido deducido de tan poco". 

Algunas de las pruebas de Euclides estan basadas en la observacion de diagramas, asum- 
iendo tacitamente propiedades que resultan "obvias" en los diagramas pero no se deducen 
de los axiomas. 

Para hacer rigurosas estas demostraciones, es necesario un sistema mas numeroso de 
axiomas, como los que presento al principio de este siglo el gran matematico David Hilbert, 
que tambien descollo en teoria algebraica de numeros, espacios de dimension infinita y log- 
ica matematica. 

Sus axiomas para la geometria eiclidea son quiza los mas intuitivos y los mas cercanos 
al "espiritu de Euclides". Existen muchos libros sobre fundamentos de la geometria, cuyos 
titulos damos al final de este Apendice. 

Los axiomasde Euclides eran: 

1) Dados dos puntos P y Q diferentes, existe una unica recta que pasa por PyQ. 

2) Para cada segmento AB y cada segmento CD existe un unico punto E sobre la recta 
AB tal que CD es congruente con AE. 

3) Por cada punto O y cada punto A distinto de O existe un circulo de centro O y radio 
OA. 
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4) Todos los angulos rectos son iguales. 

5) Postulado de la paralela. 

David Hilbert escribio el libro "Fundamentos de la Geometrfa". Dice en la introduc- 
cion: 

"La geometria, lo mismo para la aritmetica, necesita solamente para su consecuente con- 
struccion pocas y sencillas proposiciones fundamentales. 

Estas proposiciones fundamentales se llaman axiomas de la Geometria. El poner de 
manifiesto los axiomas de la Geometria y averiguar sus conexiones, es problema que se en- 
cuentra discutido desde los tiempos de Euclides en numerosos y excelentes tratados de la 
literatura matematica. El problema citado queda reducido al analisis logico de nuestras in- 
tuiciones espaciales. 

La presente investigacion es un nuevo ensayo para construir la Geometria sobre un sis- 
tema completo de axiomas, lo mas sencillo posible, deduciendo de el los mas importantes 
teoremas, de manera tal que en ese proceso aparezcan con la consecuencia maxima clari- 
dad de interpretacion los distintos grupos de axiomas y el alcance de las consecuencias que 
aisladamente se deriven de cada uno de ellos". 

HILBERT: GRUNDLAGEN DER GEOMETRIE (FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA) 


Los cinco grupos de axiomas. 

Dice Hilbert: "pensamos tres distintos sistemas de entes, a los primeros los llamamos 
puntos y los designamos con letras A,B, C ...; a los entes del segundo sistema los llamamos 
rectas y los designamos a, b, c ...; a los entes del tercer sistema los llamamos pianos y los 
designamos a,/3... .Los puntos reciben tambien el nombre de elementos de la geometria 
lineal, los puntos y las rectas elementos de la geometria plana, los puntos, rectas y pianos el 
de elementos de la geometria del espacio. 

Concebimos los puntos, recta y pianos en ciertas relaciones reciprocas y expresamos es¬ 
tas relaciones con palabras tales como "estar situado", "entre", "congruente", "paralelo", 
"continuo". La descripcion completa de estas relaciones hecha exactamente y con fines ma- 
tematicos resulta de los axiomas de la geometria 

A los axiomas de la geometria podemos dividirlos en cinco grupos: cada uno de estos 
grupos, aisladamente, expresa ciertos hechos fundamentales correspondientes a nuestra in- 
tuicion" 


AXIOMAS DE HILBERT 

Son diecinueve y estan divididos en cinco grupos: 

I. Axiomas de enlace (o de incidencia). 


Axiomas de ordenacion. 


III. Axiomas de congruencia. 

IV. Axioma de las paralelas. 

V. Axiomas de continuidad. 
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Los axiomas de enlace o de incidencia establecen relaciones entre los entes de la Ge- 
ometria, es decir, entre los puntos, rectas y pianos. A la vez esos axiomas definen los termi- 
nos del lenguaje que utilizamos, tales como "estar situado", "determinan", "pertenece", etc. 


Por ejemplo, diremos: A esta situado sobre la recta a, o bien la recta a pasa por A 6 A es 
un punto de a. Todas estas expresiones son equivalentes. 

Elgrupo I consta de 8 axiomas. 

1.-Axiomas de enlace . 

1-1. Dos puntos A, B siempre determinan una recta. 

1-2. La recta determinada por dos puntos es unica. 

1-3. Una recta contiene por lo menos dos puntos. Existen al menos tres puntos no situados 
sobre una recta. 

1-4. Tres puntos no situados sobre una misma recta detreminan un piano. 

Todo piano contiene al menos un punto. 

1-5. Dados tres puntos no alineados, no existe sino un piano determinado por el los. 

1-6. .Si dos puntos de una recta estan situados en el piano, todo punto de larecta pertenece 
al piano. 

1-7. Si dos pianos tienen al menos un punto en comun A. tienen al menos otro punto en 
comun B. 

Este axioma suele enunciarce diciendo que si dos pianos tienen un punto en comun, 
tienen una recta en comun. 

El significado de sete axioma es profundo: expresa que el espacio no tiene mas de tres 
dimensiones. 

1-8. Existen por lo menos cuatro puntos en un piano. 

De este axioma se deduceque dado un piano siempre hay por lo menos un punto fuera 
de el. 

Su significado es que el espacio tiene por lo menos tres dimensiones. 
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Consecuencias de los axiomas de enlace 

Teorema 1 . Dos rectas diferentes de un piano, tienen a lo sumo un punto comun (es decir, 
que puden tener, o ningun punto comun o un solo punto comun). 

Demostracion: Si las rectas no tienen puntos comunes, el teorema se cumple. Si tuvieran 
mas de un punto en comun, sean A y B dos de el los. Por el axioma 2 de enlace las rectas 
coinciden ya que la recta determinada por dos puntos es unica. Esta es una contradiccion ya 
que hemos supuesto que las rectas son diferentes. 

Teorema 2 . Dos pianos diferentes, o no tienen punto comun, o tienen una recta comun. 

Hipotesis:jri, n 2 pianos diferentes. 

Tesis: Tt\ y n 2 no se cortan, o bien tienen una recta en comun. 

Demostracion: Si n\ y n 2 no se cortan, se cumple la tesis. Si n\ y n 2 tienen un punto 
comun A, por el axioma 1.7 tienen otro punto comun B. Los puntos A y B detreminan una 
recta, por el axioma 1.1. Esta recta debe pertenecer a los pianos jt i y n 2 por el axioma 1.6. 
Los pianos solo tienen en comun a los puntos de esta recta, ya que si tuvieran otro punto C 
comun, no perteneciente a ella, no serfan pianos diferentes. 

El axioma 1-8, que es un axioma de incidencia referente al espacio euclideano, nos permite 
demostrar los teoremas: 

Teorema 3 . Dado un piano, existe al menos una recta no perteneciente al piano (es decir, 
tal que no todos sus puntos esten en el piano). 

Hipotesis:7r es un piano. 

Tesis: Existe una recta que no pertenece al piano. 

Demostracion: Por el axioma 1.4 el piano iz contiene a tres puntos no alineados A, B y 
C. Por el axioma 1.8 existen por lo menos 4 puntos no coplanares, por los tanto existe D£n. 
Los puntos A y D determinan una recta no contenida en n, pues de otro modo el punto D 
perteneceria a n, en contra de lo supuesto. 

Teorema 4 . dos rectas concurrentes determinan un piano y solo uno que las contiene. 

Demuestre el teorema 4. 

2.-Axiomas de ordenacion . 

Los puntos de una recta estan en ciertas relaciones entre si, para describirlas se emplea la 
palabra "entre", que, igual que las relaciones, quedara definida por los axiomas de este grupo. 

11-1. Cuando un punto B esta situado entre un punto A y un punto C, los puntos A, B y C 
son tres puntos distintos de la misma y B esta situado entre C y A. 

11-2. Dados los puntos Ay B, existe al menos un punto C sobre la recta AB tal que B esta 
situado entre Ay C (Figura anterior). 

11-3. De tres puntos cualesquiera de una recta no hay mas que uno situado entre los dos. 

Estos axiomas pueden llamarse axiomas lineales de ordenacion ya que definen posiciones 
relativas de puntos de una recta. Hay un axioma de ordenacion en el piano: 



153 


11-4. Sea una recta del piano determinado por tres puntos A, B y C que no pasa por ninguno 
de esos puntos, si la recta corta al segmento AB entonces tambien corta a AC 6 a BC. 

^Cual es el significado intuitivo de este axioma?. 


Consecuencias de los axiomas de enlace y ordenacion 

Teorema 5 .Entre dos puntos Ay B de una recta, existe siempre un punto D. 

0 mas precisamente: "dados dos puntos Ay B de una recta, existe en la misma otro punto 
D que esta entre Ay B." 

Demostracion: 

Segun el axioma I -3 existe un punto E fuera de la recta AB y de acuerdo al axioma 11-2 
existe un punto F sobre la recta determinada por Ay E, tal que E esta entre Ay F. Tambien 
segun 11-2 existe sobre la recta determinada por F y B un punto G tal que B esta entre F y 

G. La recta detreminada por E y G corta al segmento AF en E, entonces por el axioma 11-4, 

debe cortar a otro lado del triangulo ABF. Este lado no puede ser FB, luego de ser AB, de 
modo que existe un punto D en la recta AB que esta entre Ay B. 

^Porque no puede cortar a FBI. Porque si cortara a FB en otro punto distinto de G, 

punto que estarfa entre B y F, al tener dos puntos comunes coincidina con la recta FG y los 

puntos E y A pertenecerian a esta recta, de modo que E no serfa exterior a AB, como hemos 
supuesto. 

No demostraremos dos teoremas cuyo significado intuitivo es facil, segun el primero de 
los cuales, dados cuatro puntos en una recta, ellos pueden siempre designarse A, B, C, D de 
modo que B este entre Ay C y tambien entre Ay D mientras que esta entre Ay D y tambien 
entre B y D. El segundo afirma que dada una sucesion finita de puntos ellos pueden llamarse 
A\, A 2 , A n de modo que Ai este entre Af- 1 y Ai+\. 

Es decir, los puntos pueden ordenarse sobre la recta. 

Teorema 6 . Entre dos puntos cualesquiera de una recta existen infinitos puntos. 

Demostracion: 

Existen al menos dos puntos en una recta por axioma 1-3. Por el teorema 5 existe al menos 
un punto entre los dos primeros distinto de ellos por 1-1. Si llamamos A y B a los dos primeros 
y C al tercero. C esta entre Ay B . Existe D entre A y C, D diferente de B, ya que B no 
puede estar entre Ay C por axioma 11-3. Repitiendo el razonamiento con Ay D, etc., se ve 
que este proceso no tiene fin, o sea: hay infinitos puntos entre Ay B. 

Definicion: Dados tres puntos A, B y O tales que estan en una misma recta y O esta 
entre Ay B, decimos que otro punto esta del mismo lado de O que A si O no esta entre el y 
A y en distinto lado de O si O esta entre el y A. 

A' esta del mismo lado de O que A mientras que B y B' estan a distinto lado de O que A. 

Definicion: Dado un punto O de la recta todos los puntos de la recta situados de un 
mismo lado de O reciben el nombre de semirecta (o semirayo) de origen O. 
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Teorema 7 . Toda recta de un piano separa a los puntos de este no situadosen ella en dos re- 
giones llamadas semipianos, tales que el segmento determinado por dos puntos de la misma 
region no corta a la recta y, por el contrario, dos puntos de regiones diferentes determinan un 
segmento que contiene en su interior un punto de la recta. 

Demostracion: Sea a la recta. Demostraremos que ambas recgiones no son vacfas, es 
decir, que contienen por lo menos un punto cada una. En efecto, por el axioma 1-3 existe un 
punto A no situado sobre la recta. Por este mismo axioma la recta contiene a un punto D. 
Por el axioma 11-2 existe un punto B sobre la recta determinada por A y D tal que D esta 
entre A y B. Luego B esta situado en diferente region que A. 

Sean ahora M y N dos puntos diferentes de A. Probaremos que la recta no corta al 
segmento MN en un punto inferior al mismo (0 sea en un punto entre M y N). 

Si asf fuera, por el axioma 11-4 la recta debe cortar a uno de los segmentos AN 6 AM, que 
contradice el hecho de estar ambos del mismo lado que A. 

Podemos probar tambien si dos puntos M’ y N' estan en el lado opuesto a aquel a que 
pertenece A, el los estan en la misma region. 

Efectivamente, como la recta corta a los segmentos AM' y AN' por el mismo axioma 11-4 
no corta a M’N’. 


Angulo 

Definicion: Un angulos de vertice A es un punto A junto con dos semirrayos diferentes que 
parten de A, que no pertenezcan a una misma recta. 

Observacion: notese que quedan eliminados los angulos llanos y concavos. 

Los semirrayos (semirrectas) se llaman lados del angulo. 

Para designar un angulo de v'ertice A se eligen dos puntos B y C, uno sobre cada lado. 
escribiremos < BAC 6 < CAB 6 < A. Entonces: las rectas AB y CA detreminan un piano. 
Un punto del piano se dice interior al angulo si est’a con B del mismo lado de la recta AC y 
con C del mismo lado de la recta AB. Los demas puntos, que no cumplen esta condicion, se 
dicen situados fuera del angulo. 

Teorema 8 . 5 / dos puntos EyD son interiores a un angulo de vertice A{< BAC) todo punto 
que esta entre EyDes interior al angulo 

Demostracion: Supongamos que F este entre E y D y que este situado en el semipiano 
respecto de una de las rectas que no contiene al lado no situado en esa recta, entonces las 
recta EF y DF cortan a la recta AC, EF en un punto M entre E y F y DF en un punto N 
entre D y F. Pero estos puntos pertenecen todos a la recta ED. Luego ED coincide con AC. 
Absurdo puesto que EyD son interiores al angulo y por lo tanto no pueden estar sobre los 
lados. 



155 


Como la demostracion de estas propiedades pueden resultar tediosa, vamos a aceptar sin 
demostracion las siguientes proposiciones: 

Si una semirecta de origen A tiene un punto interior a un angulo de vertice A, todos los 
puntos de la misma, excepto A mismo, son interiores al angulo. 

Enuncie una proposicion correspondiente a una semirrecta de origen A que contenga a un 
punto exterior al angulo. 

Decimos que una semirrecta es interior a un angulo si sus puntos son interiores al mismmo, 
con excepcion del origen. 

Observacion: Un conjunto se dice convexo si para todo par de puntos A, B del mismo el 
segmento AB esta contenido en el conjunto. 

El teorema 8 expresa que el interior de un angulo es convexo. 

3.-Axiomas de congruencia.. 

Los axiomas de este grupo definen el concepto de congruencia y con este, tambien, el 
de movimiento. Elios nos van a permitir definir el transporte de segmentos y de angulos, y la 
adicion de los mismos. 

111-1. Si A, B son puntos de una recta a y ademas A' es otro punto de la misma recta 6 de 
una recta a distinta, puede siempre encontrarse sobre una cualquiera de las semirrectas 
determinadas en a’ por A’ un solo punto B’ , tal que los segmentos AB y A B' son 
congruentes. En sfmbolos 


AB = AB'. 


111-2. Si AB' y A’B" son congruentes con el mismo segmento AB, entonces A'B' es congru- 
ente con si mismo. 

Entonces AB = AB, A'B’ = AB => AB = A'B’ por 111-2, es decir, si AB = AB', 
entonces AB' = AB (simetrfa). 

La transitividad de la relacion de congruencia resulta tambien del axioma 111-2 y de 
la simetrfa (Pruebelo! ). 

Ejercicio.- Probar que AB = AB', A’B' = A’B" => AB = A’B’’ . Vemos pues que la 
relacion de congruencia es una relacion de equivalencia. 

Observacion: .- El axioma 111-2 no es el usado por Hilbert sino una modificacion hecha 
por Marvin Greenberg en su libro "Euclidean and Noneuclidean Geometries" Ed. Free¬ 
man. 

111-3. Si B esta entre Ay C y B’ esta entre A y C' y ademas AB = A’B’, BC = B’C’ , entonces 
AC = A’C’, (sobre la misma o distintas rectas) 
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Este axioma, junto con el axioma lll-l permite llevar dos segmentos a segmentos 
consecutivos sobre una misma recta y asf definir su suma. Con el objeto de poder 
comparar angulos y tambien sumarlos se introduce el cuarto axioma de congruencia: 

111-4. "Dados un angulo < ( h,k ) en un piano a, una recta a’ en un piano a', exite sobre 
cualquier semirrayo h' de la recta en cualquier semipiano de a’ respecto a la recta a 
uno y solo un semirrayo k’, tal que el angulo < ( h',k ') es congruente con < ( h,k ) de 
modo que todos los puntos de < ( h',k ') estan situados en el semipiano. 

Se simboliza < ( h,k ) = < ( h',k '). 

Todo angulo es congruente consigo mismo". 

El ultimo axioma de congruencia se refiere a la congruencia de triangulos, es el primer 
criterio de congruencia: 

111-5. Si dos triangulos ABC y A’B’C' verifican las congruencias AB = A’B’, AC = A’C’, 
< BAC = < B'AC entonces tambien. 

BC = B'C , < ABC = < A'B’C y < BCA = B'C'A. 

Cuando se verifican estas seis congruencias se dice que los triangulos son congruentes 6 
iguales. 


Consecuencias de los axiomas de congruencia. 

Teorema 9 .Los angulos en la base de un triangulo isosceles son iguales. 

Demostracion: Esta simple demostracion se debe a Pappus 300 A.C. 

Considerese la correspondencia de vertices^ <-* A, B —* C, C <-» B, entre los vertices del 
triangulo ABC y los del triangulo ACB. 

Como hemos supuesto que son issoceles, es decir, que AB = AC, y los triangulos tienen 
el angulo A en comun, los triangulos ABC y ACB son congruentes y por lo tanto deben ser 
congruentes los angulos opuestos, es decir, C = B. 

Teorema 10 Segundo criterio de congruencia de triangulos. 

Si dos triangulos verifican las congruencias. 

AB = A'B’, A = A',B = B' 
entonces los triangulos son congruentes. 

Demostracion: Supongamos que AC^A’C’. A partir del punto A llevamos un segmento 
AD congruente con A’C’. 

Entonces los triangulos ADB y A’C’B’ tienen dos lados y el angulo A congruentes. 0 
sea AB = A’B’, AD = A’C’, A = A’, por el primer criterio estos triangulos son congruentes 
y por tanto el angulo ABD es igual A’B’C'. Pero esto no puede ser ya que el segmento 
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DB es interior al angulo <ABC. Por lo tanto debe ser AD = AC = A'C'. Pero entonces los 
triangulos tienen dos lados congruentes y el angulo comprendido tambien congruente, por el 
primer criterio ellos son congruentes. 

Teorema 11 . Si unangulo ABC es congruente con otro A’B’C’, eldngulo< CBD, adyacente 
al primero, es congruente con el angulo < C’B’D’, adyacente al segundo. 

Demostracion: Tomemos puntos A,A’,C,C’ tales que AB = A’B' y BC = B’C' . Sea D tal 
que B este entre Ay D. Construyamos D’ de modo que 


BD = B'D' 


De este modo, los triangulos ABC y A’B’C' son congruentes por eln primer criterio y 
entonces AC = AC'. Como AD = AD' por ser sumas de segmentos congruentes, tambien por 
el primer criterio son congruentes los triangulos ACD y AC'D'. De aquf D = D’, CD = C D' y 
como BD = B’D’ el triangulo CBD es congruente con el C’B’D’, de donde resulta la igualdad 
de los angulos < CBD y < C'B’D’ , adyacente4s a los angulos dados. 

Definicion: Un angulo igual a su adyacente (o mejor dicho congruente con el) se llama 
angulo recto. 

Si en un triangulo isosceles se une el punto medio del lado desigual con el vertice opuesto se 
obtienen dos triangulos congruentes, en los que dos angulos adyacentes son iguales. Existen , 
pues, los angulos rectos. 

Parece una perogrullada probar propiedades tan evidentes a nuestra intuicion pero no 
olvidemos que es una teoria axiomatica y que el mismo Euclides considero necesario postular 
que "todos los angulos rectos son congruentes". 

Para probar el tercer criterio de congruencia de triangulos, necesitamos el teorema: 

Teorema 12 .Sean los puntos Ay B situados a distintos lados de una recta CD, tales que 
AC = CB y AD = BD entonces < ADC = < BDC. 

El triangulo ACB es isos celes, por lo tanto < CAB = < CBA. Tambien ADB es isosceles, 
por lo tanto < BAD = < ABD. Por la congruencia de la suma de angulos congruentes, se tiene 
A = B. 

Entonces los triangulos CDA y CBD son congruentes ppor el primer criterio y < ADC = 
< BDC. 

Teorema 13 . Tercer criterio de congruencia de triangulos. 

Si dos triangulos ABC Y A’B’C’ veriflcan las congruences AB = A’B’, AC = A’C’, BC = B’C’ 
los triangulos son congruentes. 

Demostracion: Supongamos que B^B' Construyamos el angulo DBC' congruente con B 
y tambien el D’B'C’ congruente con los anteriores, de modo que los puntos D y D’ verifiquen 
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las congruencias DB' = AB y B'D' = AB. Por el primer criterio de los triangulos DB'C' y 
D’B'C' son congruentes con el triangulo ABC. 0 sea C D' = AC = AC'. Como tambien 
B’ D’ = AB estamos en el caso del teorema anterior, ya que AB = AB'. 

Por lo tanto A'B’C’ = C'B'D', o sea B = B’. Aplicando ahora el primer criterio los trian¬ 
gulos ABC y A’B’C’ son congruentes. 

Llegamos ahora a un teorema importante del que se derivan una serie de consecuencias. 
Es el: 

Teorema 14 . Teorema del angulo exterior 

Un angulo exterior de un triangulo es mayor que cada uno de los angulos del tri’angulo no 
adyacentes a el. 

Demostracion: Primero supondermos que el angulo exterior sea igual a un angulo interior 
no adyacente. En la figura los hemos indicado con dos arcos. 

Sobre la semirrecta de origen C que no contiene al punto B llevamos el segmento CD 
congruente con el AB. Los triangulos DAC y ACB son congruentes por el primer criterio 
. Por lo tanto los angulos DAC y ACB opuestos a los lados senalados con una raya, son 
congruentes. 

Pero ACB es adyacente a DCA luego CAB es adyacente a CAD y D debiera estar en la 
recta que determinan A y 5; como esto no es posible, no puede ser DCA = CAB. 

Tampoco puede ser menor, ya que si asi fuese, construyendo sobre la semirrecta CA , en 
la region en que esta situado B, un angulo igual al exterior, al ser menor que CAB el lado de 
este angulo cortarfa al lado CB en un punto B’ (Ver figura). Entonces, en el triangulo AB’C 
sedan iguales el angulo exterior y el interior CAB’ , lo que hemos ya demostrado que no es 
posible. 

Teorema 15 . Entodo triangulo, a mayor lado se opone mayor angulo. 

Sobre el lado mayor llevamos el menor, es decir, construimos un segmento congruente con 
este. Observe la figura y aplique el teorema anterior y la propiedad de los angulos en la base 
de un triangulo isosceles. 

Teorema 16 . Cuarto criterio de congruencia de triangulos 

Si los triangulos ABC y AB’C’ verifican las congruencias AB = A’B’, A = A’, C = C\ en¬ 
tonces son congruentes. 

Demostracion: Supongamos que B ^ B’ y llevemos sobre A’B’ un angulo con vertice B’ 
congruente con B. Dibujaremos el caso en que B<B’\ El lado del angulo corta al lado AC' 
en un punto D. Por el segundo criterio de los triangulos ABC y A’B’D’ son congruentes y el 
angulo A’ DB’ es congruente con C. Pero C = C’ y A DB' es exterior al triangulo B' DC' y no 
puede por lo tanto ser igual a un interior no adyacente. 
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Esta contradiccion demuestra que debe ser B' = B, en cuyo caso por el segundo criterio 
los triangulos son congruentes. 

Observacion: La demostracion de los cuatro criterios de congruencia de triangulos puede 
parecer tediosa, ya que ellos parecen tan "evidentes" a nuestra intuicion, pero ile parece a 
Ud. evidente la proposicion "dos triangulos que tienen iguales dos lados y el angulo opuesto a 
uno de ellos son iguales"?. La observacion de la figura que sigue le mostrara a ud. la falsedad 
de esta proposicion: 

La demostracion de las propiedades de los triangulos, poligonos, cfrculos, triangulos se- 
mejantes, etc, se encuentra en el texto del libro (temas 2 al 7). 

El teorema del angulo exterior permite tambien demostrar la existencia de una recta par- 
alela a otra recta dada por un punto exterior a la misma. Se tiene: 

Teorema 17 . Sea 1 una recta cualquiera y P un punto que no pertenece a 1. La recta por 
P tal que los angulos internos formados al ser cortada por cualquier recta por P que tambien 
corte 1 sumen dos rectos, es paralela a la recta 1. 

Demostracion: Supongamos que las rectas se cortene en el punto M y llamemos a N al 
punto de intercepcion de / y la transversal. 

Entonces el triangulo PNM, a + /3 = 2 rectos, pero tambien y + /3 = 2 rectos por ser angulos 
adyacentes, luego el angulo exterior y es igual al angulo interno no adyacente a a. Este 
resultado contradice el teorema del angulo exterior, luego debe ser falsa la hipotesis que las 
rectas tengan un punto en comun. Por consiguiente son paralelas. 

Corolario .- Si dos rectasson cortadas por una tranasversal de modo que los angulos 
correspondientes sean iguales, el las son paralelas. 

E n efecto, si los correspondientes son iguales, los internos en la misma region del piano suman 
dos rectos. Observese que no se deduce del teorema que esta recta sea la unica paralela a / por 
P. Por esta razon Euclides debio introducir su famoso axioma V, el axioma de las paralelas: 

4- Axioma . Si dos rectas son cortadas por una transversal de modo que los angulos interiores 
formados sobre un lado de la transversal sumen menos de dos rectos, el las se cortan de ese 
lado de la transversal. 

Esta es la formulacion de Euclides. Ella es quivalente a esta otra, de Hilbert: 

Axioma. Sea / una recta cualquiera y A un punto exterior a /: en el piano determinado por A 
y / existe a lo sumo una recta que pasa por A y no corta a /. 

Estas formulaciones son equivalentes, es decir, si se asume una de el las se puede deducir la 
otra, con ayuda de los teoremas previos, como el ultimo demostrado. Piense y demuestre la equivalencia 


El axioma de las paralelas se nos presenta como algo bastante "intuitivo". En efecto, esta- 
mos acostu,brados a pensar en la recta como algo que, si bien dibujamos como un segmento, 
sea capaz de ser prolongado indefinidamente en ambas direcciones. Pensemos, en cambio, 
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en lo que les pasarfa a dos viajeros que, viajando sobre una esfera, partieran de dos puntos 
diferentes del ecuador y caminaran perpendicularmente al mismo, siguiendo la Ifnea de minima 
distancia, o sea el meridiano respectivo, hacia el norte: ellos se encontrarfan en el polo norte. 

Tambien muchos matematicos pensaron que el axioma de las paralelas debfa ser un teorema, 
deducible por lo tanto de los axiomas y teoremas anteriores. Durante mas de dos mil anos se 
hicieron innumerable tentativas para demostrarlo. 

Proclo-410-485 DC - decia: "este postulado debiera ser borrado de la lista de postulados 
porque es un teorema que trae muchas dificultades, que incluso Ptolomeo, en un libro, se 
propuso resolver" 

Tambien decia Proclo: "la afirmacion que dos rectas que se prolongan mas y mas se 
encontraran en algun punto es posible pero no necesaria" 

Proclo daba ejemplo de una hiperbola que se acerca indefinidamente a su asintota sin 
encontrarla jamas. 

Sigue Proclo diciendo: "esta claro por lo tanto qe debemos buscar una prueba de este 
teorema, pues es ajeno al caracter especial de los demas postulados". 

Estas palabras demuestran cuan grande era la intuicion de Proclo, pues aunque estaba 
equivocado, ya que el axioma de las paralelas no es deducible de los demas axiomas, es decir, 
es independiente de ellos; por esa misma independencia, es posible ha liar geometrias, o sea 
teorias axiomaticas, en las que no se cumple la propiedad de la paralela unica. 

Una geometria en que se cumplen solo los axiomas pianos de incidencia es la geometria 
finita. 

Los puntos son las letras A,B,C y las rectas los conjuntos de dos tales puntos. Y es 
evidente que no hay ninguna paralela a cualquier recta. Claro que en esta geometrai, en la 
forma de Euclides, no tiene sentido el axioma como el lo enuncia. Pero si lo tiene en la forma 
de Hilbert. 

El gran matematico frances Legendre (1752-1833) trato durante 29 anos de demostrarlo, 
en diferentes ediciones de sus "Elements de Geometrie" ^Que teman de malo sus demostra- 
ciones?. Simplemente, eran construcciones ingeniosas, pero se basaban en afirmaciones que 
son equivalentes al axioma de las paralelas, o sea que la demostracion es circular, pues usa en 
el argumento los mismo que se queria probar. 

El matematico Besicovitch observo jocosamente que "un gran matematico se reconoce 
por el numero de demostraciones falsas que ha publicado". Entre los matematicos que lo 

intentaron estaba el hungaro Wolfgang Bolyai, quien escribio a su hijo Janos: "No debes 
intentar esta aproximacion a las paralelas. Conozco este camino hasta su final. He atravesado 
esta noche profunda, que ha extinguido la luz y alegria de mi vida. Te lo ruego, abandona la 
ciencia de las paralelas". 

Y Wolfgang prosigue su triste carta a su hijo, lamentando haberse sacrificado en aras de 
la verdad sin ningun resultado. 
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Pero Janos no se desanimo, pues tenai la nueva idea, la de una geometrfa, la hiperbolica, 
en la que no vale este axioma, ya que "por un punto exterior a una recta pasan por los menos 
dos rectas paralelas a ella" 

Escribe a su padre diciendolo que ha descubierto cosas maravillosas, pero que al presente 
solo puede decirle que "de la nada he creado un nuevo y extrano universo" 

Muchos matematicos no aceptaron al principio la geometrfa no euclideana y otros, en 
cambio, como Gauss, Klein, Poincare, crearon modelos de la misma. 

Al mismo tiempo que Bolyai, el matematico ruso Lobatchesky tambien ponfa las bases 
de la geometrai hiperbolica (en realidad los trabajos de Lobatchesky son anteriores pero se 
conocieron mas tarde). 

5.-Axiomas de Continuidad . 

Son dos: el axioma de Arqufmedes y el de completidad (6 plenitud), que es el que corre- 
sponde, realmente, a la continuidad en el sentido que luego veremos. 

Elaxioma o principio de Arqufmedes I leva este nombre porque Arqufmedes usaba, en sus 
demostraciones, una forma equivalente del mismo. 

En realidad, en la forma en que lo usamos, se encuentra en uno de los libros de Euclides. 

El axioma de Arqufmides permite asignar a cada punto de la recta geometrica, un numero 
real. El axioma de plenitud afirma que la recta es completa y, por lo tanto, cada numero real 
esta representado por un punto de la recta. 

Esto permite establecer entre cualquier recta y el conjunto de los numeros reales una 
correspondencia biyectiva, en la que la relacion de orden de la recta se corresponde con la 
relacion de orden en el conjunto de los reales, por ejemplo, la relacion < (menor). 

Esto permite introducir una metrica en la recta, o sea la distancia entre dos puntos y la 
longitud de los segmentos, con lo que la recta se transforma en un espacio metrico. 

Sabemos dividir un segmento en dos partes iguales, es decir, como consecuencia de nuestros 
axiomas de congruencia resulta la existencia del punto medio de cualquier segmento. 

Iterando el proceso, podemos dividirlo en 4,8... en general 2 ” partes iguales (congruentes 
entre sf). 

Como consecuencia, partiendo de un segmento U tornado como unidad, podemos, por 
aplicacion repetida del axioma lll-l, asegurar la existencia de puntos P en la recta que repre- 

sentan la suma de m segmentos congruentes con —., o sea de la forma —U. 

o o 2JI 2 n 

Si pudiesemos dividir en forma analoga a cualquier segmento en 10 partes iguales obte- 

TYl 

drfamos segmentos de "longitud igual a ^ 7 " con respecto de la unidad U, es decir, podrfamos 

representar fracciones decimales de la unidad. (numeros racionales de denominador 10 ”). El 
problema es que no podemos efectuar la division en 10 partes hasta no ver el teorema de la 
proyeccion paralela. 
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Este teorema se ve en el Tema 6. Su demostracion solo depende de las propiedades de las 
paralelas y los criterios de congruencia de triangulos, de modo que, al ser independiente de 
los axiomas de continuidad, podemos suponerlo demostrado. De el resulta la posibilidad de la 
division de un segmento en cualquier numero de partes iguales, de modo que no solo podemos 

representar fracciones de denominador 10” sino cualquier multiplo entero de — donde q e N. 

q 

P P 

Es decir podemos representar a los "racionales" —U, donde — e Q, el conjunto de los numeros 

q q 

racionales. 

Sabemos (y lo sabian los griegos) que hay puntos de la recta que no pueden ser obtenidos 
de este modo, o sea como multiplos de partes alfcuotas de la unidad. Tal es el caso de la 
diagonal del triangulo rectangulo de catetos congruentes con la unidad: 

p 

Existe P tal que OP = OB por zx. Ill-l pero no hay numero de la forma — tal que 

q 

P 

OP=-U. 

q 

Es conocida la celebre demostracion que Euclides escribe en los Elementos sobre la irra- 
cionalidad de \fl. 

Veremos ahora como la introduccion del axioma de Arquimedes permite asignar a todo 
punto de la recta, obtenido por cualquier procedimiento, un numero real y uno solo, una vez 
fijados en la recta un sentido, un punto de origen y un segmento unidad. 

Axioma de Arquimedes. 

"Si AB y CD son segmentos, existe siempre sobre la recta AB un numero de puntos 
Ai, A 2 , ... A n+ 1" tales que los segmentos AAi, AiA 2 ,..., A] c Ajc + i, ... A n A n+ 1 son congruentes 
con CD y el punto B esta entre A y A n+ 1 " 

^Como usamos el axioma de Arquimedes para asignar a cada punto de la recta un numero 
real? 

Dada una recta a, tomamos un punto O como origen y un segmento, que llamaremos U 
como unidad. Aplicando el axioma de Arquimedes, con U como segmento CD y OP como 
segmento AB, tenemos que: obien un punto A n coincide con el punto P o bien existe un n 
maximo tal que P esta entre A n y A n+ \. 

Para saegurar que esto sucede nos basta tomar el minimo valor de m = n + 1 tal que m 
verifique el Ax. de Arquimedes. 

Este numero m = n + 1 existe por la propiedad de "buena ordenacion" de los numeros 
naturales: "todo conjunto de numero naturales tiene un menor elemento". Es decir que, 
considerando el conjunto de los numeros naturales m-n + l que verifican el axioma de 
Arquimedes con respecto a los segmentos U y AP, conjunto que contine infinitos elementos, 
debe existir un menor elemento. Entonces A n o bien coincide con P, o bien P esta entre A n 
y A n+l . 

El numero n asi obtenido es la "parte entera" del numero real que hemos que asignamos 
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al punto P. Para hallar las cifras decimales, dividimos U en diez partes iguales con lo que los 
segmentos A^A^+i tambien quedan divididos en igual numero de partes congruentes con —, 
U 

O A n = 10ft. — = nU. 

i r\ 


Aplicando el axioma de Arquimedes a los segmentos A n P y unidad 
entero tal que: 


—, si fti + 1 es el menor 
10 


U U 

nU + d \— < OP < nU + (fli + 1) — 

10 10 

entonces a\ es la primera cifra decimal del numero real r que estamos buscando: 


r — ft, u\ci 2 (i^ ••• 

Si OP no se alcanza con un numero exacto de decimas partes de la unidad U, la dividimos 
en cien partes de modo que: 


U U U U 

nU + Cl\ - h Cl 2 - — OP < ft U + tt\ - b {d 2 + 1)- 

10 100 10 100 


y asf sucesivamente. El proceso puede terminar 0 no, aun en el caso en que P se alcance por 
P 

un racional —U, como ya sabemos (decimales periodicos). 

q 


Asi, teoricamente al menos, obtenemos un numero real en correspondencia con el punto 
P. Para obtener, no solo los puntos de una semirrecta respecto de O sino todos los puntos 
de la recta, asignamos un signo diferente a los de la semirrecta opuesta. Hemos demostrado 
entonces que: a todo punto de la recta corresponde un numero real. 


Redprocamente ^sera posible obtener un punto, en la recta geometrica, que represente 
a un numero real dado? ^Por ejemplo, al numero zr 6 a I numero e, base de los logaritmos 
neperianos? 


La posibilidad de hacerlo no depende de los axiomas anteriores. Es necesario introducir el: 


Axioma de Completidad. 

"Los puntos de una recta forma un sistema que no es suceptible de ampliacion ninguna, a 
condicion de mantenerse la relaciones de orden, congruencia, y el axioma de Arquimedes." 

Es decir, no pueden agregarse nuevos elementos a los puntos de una recta. 

Supongamos ahora que a - n, a\ a 2 ... es un numero real que no puede ser representado 
por un punto de la recta geometrica. Ya vimos que todo racional puede ser representado. 
Luego a es irracional y tiene infinitas cifras decimales. Los racionales: 

ft, a\ < a < ft, («i + 1) 
ft, a\ a 2 < a < n, a\ [a 2 + 1) 



164 


TEMA12. APENDICE1 


n, ci\ci 2®3 < ct < n, ci\U 2 (<23 + 1 ) 

forman dos sucesiones de racionales a los que corresponden puntos P\,P 2 ,P 3 ... y Qi,Q 2 »Q 3 — 
tales que P n Q n es un segmento cada vez menor. 

Entonces, todo punto P de la recta queda a la izquierda de algun Pi 6 a la derecha de 
algun Qic, mientras que hemos supuesto que no hay un punto P que este en todos los segmen- 
tos PiQi, ya que, en ese caso, serfa el correspondiente del numero a. Entonces podrfamos 
afirmar un nuevo conjunto agregando a la recta un elemento ideal * y postular que * esta 
entre cada Pj y cada Q*. de modo que satisfaria la relacion de orden y no se alterarfan los 
demas axiomas que queremos conservar. Esto no es posible por el axioma V-2 por lo tanto: 
a todo numero real de corresponder un punto de la recta. 

Pueden darse otras formas al enunciado del teorema V-ll por ejemplo la de Dedekind: 

"Si los puntos de una recta ordenada se separan en dos conjuntos Ci y C 2 , con las 
propiedades:" 

1) Todo punto esta en uno de los conjuntos. 

2 ) Ci n C 2 = 0 (la interseccion es vacia). 

3) Todo punto R menor que un punto P de Ci (es decir, situado "a la izquierda" de el) 
pertenece a Ci y todo punto situado "a la derecha" de un punto de C 2 esta en C 2 y a 
la derecha de todo punto de Ci, a menos que sea el mayor elemento de Ci 6 el menor 
de C 2 . 


En nuestro ejemplo anterior, supongamos que las aproximaciones decimales sean de \[2, 
que pueden obtenerse con el procedimiento de extraccion de la raiz cuadrada: 

ai = l < \fl <2 =b\ 
r? 2 = l,4 < V2 <1,5 =b 2 
a 3 = l,41 < V2 < 1,42 = b 3 
a A = 1,414 < V2 < 1,415 = b 4 

Las aproximaciones por defecto son numeros racionales decimales que estan representados 
por puntos de la recta geometrica situados "a la izquierda" de los puntos que representan las 
aproximaciones por exceso. 

Sean P 1 P 2 ,---P n ■■■ los puntos de la recta geometrica asociados a a\ , a 2 ...a n ... definiendo 
Ci como "el conjunto de puntos de la recta que estan a la izquierda de algun Pj y C2 como 
aquellos que estan a la derecha de algun Q ; -, asociado a bi, esta claro que se cumplen las 
condiciones 1,2 y 3 del axioma de continuidad en la forma de Dedekind y por lo tanto existe 
un punto A en la recta tal que, para todo 1 e IV se cumple Pi < A< Q, - Este punto corre- 
sponde entonces al numero real s/l. Excluimos los signos < 6 ^ ya \f2. es irracional" 
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Consecuencias de los axiomas de continuidad 

Al ser posible fijar un numero real a cada punto de una recta en la que se ha fijado un punto 
origen y un segmento unidad, podemos definir la distancia entre dos puntos P\ y P 2 como 
d(P\,P 2 ) = \a\-a 2 \ donde a\ y (12 son los numeros reales asignados a Pi y P 2 en el sistema 
de coordenadas asociado al origen O y la unidad U. 

Por las propiedades de los numeros reales, vale la desigualdad triangular d{P,Q) < d(P,R ) + 
d{Q,R). 

Esta propiedad, junto cono la positividad y la reflexividad nos dicen que d{P,Q ) es una 
distancia y la recta geometrica, junto con esta distancia, es un espacio metrico. 

El conjunto de los segmentos que pertenecen a la recta puede entonces dotarse de una 
medida, la longitud, en forma natural, poniendo m{AB) = d[A,B). 

Podemos ahora medir la longitud de cualquier segmento. Si adoptamos una misma unidad 
para todas las rectas de un piano (6 el espacio) podremos medir longitudes de segmentos 
como distancia entre sus puntos extremos, cualquiera sea su situacion. Asi estaremos en 
condiciones de enunciar teoremas tales como el de Pitagoras y hablar de la proporcionalidad 
de los segmentos. 

En base a la completidad de la recta puede demostrarse la completidad del piano y del 
espacio. Y colocando sistemas de rectas perpendiculares (u oblicuas) se pueden introducir 
coordenadas en el piano y el espacio, transformandolos en espacios metricos en los que podemos 
desarrollar la geometna analftica cartesiana. 

En cuanto a la medida de los angulos, el principio de Arquimedes permite demostrar que, 

dados los angulos, el principio de Arquimedes permite demostrar que, dados los angulos a y 

£, siempre es posible, por division de a en 2,4,8...,2 k partes, encontrar un numero m tal que 
a 

— <e. 

2 m 

Aunque esta afirmacion sea muy "evidente", para demostrarla es necesario usar el axioma 
de Arquimedes. Puede hallarse la demostracion de Hilbert : Fundamentos de Geometna. Ca- 
pitulo 2-teorema 34. 

Si n es un numero natural tal que 2 m < n, vale ntonces 

a < 2 m £ < n£. 

Si elegimos un angulo £ como unidad, un razonamiento analogo al usado para asignar a 
todo punto de una recta un numero real nos permite asignar a todo angulo un numero real 
que sera su medida con respecto de la unidad £. 

Hemos dibujado las sumas 2e,3 £,..., tie, de modo que la semirrecta que es el lado no hori¬ 
zontal del angulo gira en el sentido contrario al de las agujas del reloj, sentido que llamaremos 
sentido positivo. Hubiera sido igual usar el otro sentido, pero lo habitual es hacerlo asf, 

En sentido inverso, consideraremos angulos de medida negativa. de modo que la resta de 
dos angulos sera posible al primero el negativo u "opuesto" del segundo: 
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Como, dados aye, existe n tal que ne < a < [n + l)f. 

£ 

Si consideramos el angulo —, existe a\ tal que: 

£ £ 

ne+ cii — < a < ne + {a\ + 1) —. 

10 10 

Iterando el proceso, queda asignado el numero a-n, a\ a 2 , ... a £... al angulo a, o sea 
a = ae, a numero real 

Observemos que la suma no es posible si la semirrecta que resulta de usar el axioma III- 
4 para convertir los sumandos en angulos consecutivos yace en el semipiano opuesto, como 
muestra la figura: 

Incluso puede suceder que esta semirrecta, si se la considera girando en el piano, describa 
mas de uno, dos, o cualquier numero de giros. 

Es por eso que en cursos elementales de Geometna conviene definir los angulos como 
"giros", pero esto equivale a introducir un axioma de movimiento (rotacion) y no es lo que 
hace Hilbert. Una interesante axiomatica de la geometna euclideana en base a movimientos 
se puede encontrar en el libro de Puig Adam: "Geometna Metrica". 

Si admitimos "angulos" mayores que un llano, entonces hay correspondencia biunfvoca 
entre los angulos y los numeros reales, si al angulo y al numero e le asignamos el numero 1. 

Axioma de Arquimedes 


Arquimedes lo usa en la forma: "Dadas dos magnitudes desiguales, si se resta de la mayor 
una parte mayor que la mitad, si del resto se quita otra vez una parte mayor que la mitad, y 
asf sucesivamente, despues de un numero de pasos quedara una magnitud que sera menor que 
la menor de las magnitudes dadas"(*) 

(*) The work of Archimides (whit the method of Archimides) T.L.Keath-X]VI II (QA29- A7H4 - Fac.Ciencias) 


Euclides prueba V.l usando la forma clasica del "axioma de Arquimedes", es decir, tomando 
la menor magnitud y afirmando que es posible obtener un multiplo de ella que excede a la 
mayor. 

La definicion 4 del libro V de Euclides dice que: "dos magnitudes estan en relacion (they 
bear a ratio) si algun multiplo de una cualquiera de ellas excede a la otra". 

El tratado de Arquimedes intitulo "Metodo" y que se crefa perdido, fue hallado recien en 
1.906, en Constantinopla, por Heiberg. Esta redactado como una carta dirigida a Erastostenes 
y es importante porque al If Arquimedes describe su metodo de exhaucion por medio del cual 
calculaba el area bajo un arco de parabola y otras curvas. 
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TEMA13 


APENDICE 2 

VARIOS TEOREMAS FACILES Y ANTIGUOS 


Teorema de Ceva . 

Giovanni Ceva fue un matematico italiano que en 1.678 publico el teorema que I leva su 
nombre. El teorema expresa propiedades de las rectas que unen un vertice de un triangulo con 
un punto cualquiera del lado opuesto. Estas rectas se llaman cevianas . 

BY es una ceviana de ABC. 


La demostracion del teorema de Ceva se basa en la siguiente simple propiedad: Las areas 
de los triangulos de igual altura son proporcionales a sus bases. 


LLamando {ABC) al area del triangulo ABC : 


{ABC) _ AB 
{DEF) ~ ~DE 


Teorema de Ceva . Si tres cevianas AX, B Y, CZ de un mismo triangulo ABC son concur- 


rentes, entonces 


BX CY AZ 

Yc'Ya'Yb 


1 


Demostracion: 

Como ABX y AXC tienen igual altura: 


{BX) _ {ABX) _ {PBX) 
{XC) _ {AXC) ~ {PXC) 


Por una propiedad de las proporciones: 

{BX) _ {ABX) - {PBX) _ {ABP) 
{XC) ~ {AXC) - {PXC) ~ {CAP) 
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En forma semejante probamos que: 

CY _ ( BCP ) AZ _ (CAP) 
YA ~ (A BP) Y ~ZB~ (BCP) 


De modo que: 


BX CY AZ _ 

Yc'Ya'Yb~ 

El teorema de Ceva tiene un recfproco mas importante que el propio teorema: 

Teorema: Si tres cevianas AX, BY, CZ satisfacen la relation: 

BX CY AZ _ 

Yc'Ya'~zb~ 

entonces ellas son congruentes. 

Demostracion: 

Si P es el punto de interseccion de AX y BY, la recta CP corta al lado AB en el punto 
Z’. Por el teorema de Ceva se vereifica: 

BX CY AZ’ _ 

1cc'Ya'Yb~ 

Comparando con la relacion: 

BX CY A _ 

xc'ya'zb~ 

Resulta: 

AZ’ _ AZ 
AB “ ZB 

Por propiedad de las proporciones: 

AZ’ _ AZ' _ AZ _ AZ 
AB “ AZ' + Z’B ~ AZ + ZB ~ AB 

que equivale a Z = Z’. Por lo tanto AX,BY y CZ son concurrentes. 

Este teorema permite probar con facilidad los conocidos teoremas: 

Corolario 1. Las medianas de untriangulo son concurrentes. 

En efecto, si X, Y, Z son los puntos medios de los lados, BX - XC, CY - YA, AZ = ZB 
dan: 


BX CY AZ _ 

~xc~Ya~Yb~ 
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por lo que: 


BX CY AZ _ 

1cc'Ya'~zb~ 


Corolario 2. Las bisectrices de un tringulo son concurrentes 


Para las bisectrices interiores de un triangulo podemos probar la concurrencia aplicando el 
reciproco de Ceva y la conocida propiedad de los segmentos que ellas determinan sobre el lado 
opuesto al angulo bisecado 

bx - £ 

XC b 
CY _ a 
Y A c 
AZ _ b 
ZB a 

Entonces: 


BX CY AZ_ 

~xc'Ya'~zb~ 

Corolario 3 . Las alturas de un triangulo son concurrentes. 
Para demostrar este corolario necesitamos probar la: 


Propiedad de las alturas 

Consideremos rl circuncfrculo del triangulo ABC, con centro O y radio R. 

Tracemos la altura h a correspondiente al vertice A, es decir h a YBC. 

Uniendo O con A obtenemos el diametro AA a . Como los angulos de vertices B y A 0 son 
iguales, entonces ABX ~ AA 0 C de modo que: 


K _ b 
c AA 0 


b.c 

yh “ = 'jR m 


Concurrencia de las alturas 

Analogamente hb = (2), h c = (3) 

De (1), (2) y (3) se deduce que BX - c 2 -h 2 a = 4R 2 - a 2 , XC = ^ V4R 2 - c 2 , 

CY = £-V4R 2 -c 2 ,YA= ^V4R 2 -a 2 , AZ=^V4R 2 -a 2 y ZB = ^V4R 2 -b 2 

De estas formulas resulta que: 

BX CY AZ_ 

Yc'Ya'~zb~ 


lo que demuestra que las alturas son concurrentes 
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Teorema de Menelao. 

Menelao vivio en Alejandrfa del ano 100 de nuestra era. 

Se ocupo de propiedades de los triangulos esfericos, pero en su libro "Sphaerica" da a 
entender que la propiedad conocida ahora como teorema de Menelao es valida para triangulos 
pianos. Ella es: 

Teorema de Menelao. Si sobre los lados de un triangulo o sus extensiones se dan puntos 
X, Y, Z, estos puntos estan alineados si y solo si ^ = 1 

(1) Si X, Y,Z estan alineados, trazando perpendiculares a la recta ZX desde A,B y C y por 
semejanza de triangulos: 


BX _h 2 CY _ h 3 AZ _ hi 
Yc~ h~ 3 YA~ hi’ ~ZB~ ~h 2 


por lo tanto: 


BX CY AZ _ 

Yc'^y'~bz~ 

Recfprocamente, dados X, Y, Z sobre los lados del triangulo tales que ^ = 1. la 

recta XY corta al lado AB en Z’ o es paralela a el la. 

Si es paralela el teorema resulta de la semejanza de CXY y CAB, poniendo ^ = 1 (es un 
caso limite) 

Si XY corta efectivamente en Z’, como X, Y, Z’ estan alineados, por (1) vale = 

K XC AY BZ 

1 junto con ^•^•45 = 1, igual razonamiento que el recfproco del teorema de Ceva da Z = Z'. 


En este teorema siempre resultan extendidos uno o los tres lados del triangulo, como mues- 
tra otra figura: 


Teorema de Pappus. 

Este es el teorema mas importante de los que aquf daremos. Fue probado por Pappus 
alrededor del ano 300 de nuestra era, en Alejandrfa, aunque su rol en los fundamentos de la 
Geometrfa Proyectiva no se conocio hasta este siglo. Puede enunciarse de varias maneras. Por 
ejemplo: 

Teorema : Si A, C, E son tres puntos de una recta yB,D,F tres puntos de otra, si las rectas AB, 
CD, EF cortan a las rectas DE, FA y BC entonces los puntos de interseccion L, M, N son col- 
ineales. 
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En la demostracion del teorema se aplica el teorema de Menelao. No importa el orden en 
que se coloquen los tres puntos sobre cada recta, aunque naturalmente algunas figuras son 
mas faciles de ver que otras. 

En nuestra figura, las rectas CD y EF son casi paralelas, por lo que no es facil dibujar el 
triangulo que ellas forman (excluiremos los casos de paralelismo). 

Dibujaremos una figura mas adecuada para la visualizacion del teorema. 

Consideraremos el triangulo formado por las rectas AB, CD, EF, es decir, el triangulo 
UVW. 

Aplicando el teorema de Menelao a las ternas de puntos ,LDE, AMF, BCN, ACE, BDF, 
obtenemos, despues de una "orgfa de cancelaciones", la relacion. 

VL WM UN 

-= i 

LW MU NV 

que espresa la alineacion de los puntos L, M y N situados sobre los lados del triangulo UVW. 
Coxeter "Geometry Rivised" Cap.3. 


Triangulo Medial. 

Es el triangulo cuyos vertices son los puntos medios de los lados de un triangulo. En la figura 
A'B’C' es el triangulo medial de ABC. A'B’C’ es semejante ABC y divide a este triangulo en 
tres triangulos congruentes. Las figuras AC'A'B’, etc. , son paralelogramos por lo que, por 
ejemplo, AA' biseca a C'B’ por lo que ABC y A’B’C’ tienen las mismas medianas. 


Si trazamos las alturas de A’B’C' , ellas concurren en el circuncentro O de ABC ya que 
son mediatrices de este triangulo. 


Como la razon de semejanza de A’B’C’ y ABC es -, si H es el ortocentro de ABC, siendo 

, , ,,,. AH 

O el ortocentro de A B C se tiene —— = 2. 


A’O 


AG 


El punto G, baricentro de ABC verifica - r =2 de modo que AGH ~ A’OG. 

GA 

Como los triangulos tiene un lado comun y el otro paralelo, debe ser HG |[ GO lo que solo 
puede ser cierto si H, G y O estan alineados. 


Teorema . El ortocentro, baricentro y circuncentro de un triangulo estan alineados y HG: 
GO:: 2:1 


La recta HO se llama recta de Euler. 

Si trazamos por P la recta PNEC’B’ los triangulos semejantes APL y A'MP son congru¬ 
entes, por ser AP = PA' (parlelogramo AC'A’B’), por lo tanto LP = PM y por teorema de 
Thales HN = NO. Es decir: el punto N es el punto medio del segmento HO. La recta PN 
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es una mediatrfz de A'B'C'. Repitiendo el razonamiento con respecto de los otros dos lados 
resulta que N es el circuncentro del triangulo medial A’B'C'. 


El circuit) de los nueve puntos 

El cfrculo circunscrito al triangulo medial se llama tambien cfrculo de los nueve puntos. 
El nombre se debe a que este cfrculo pasa por A,’B,'C,’D E,F,K,L,M donde D, E y F son 
los pies de las alturas de ABC y K, L, M los puntos medios de los segmentos AH, BH, y CH 
de dichas alturas 

probemoslo. Uniendo C’ con L, L con M y M con B’ obtendremos el paralelogramo C'LMB’. 
En efecto, en este cuadrilatero, C'B' || BC y la longitud de C'B' es la mitad de la de BC. 

En el triangulo BHC, siendo L y M puntos medios de BH y HC tambien es LM || BC 
e igual a su mitad. De aquf que C’LMB’ sea paralelogramo.. Sus diagonales se bisecan y 
son iguales, puesto que ademas C'LMB’ es un rectangulo ya que la observacion del triangulo 
BHA, L punto medio de BH, C’ punto medio de AB da C L || AH. Como AHLLM por se 
AHLBC resulta C’LLLM y C'LMB’ es rectangulo. 

Analogamente KLA’B’ es un rectangulo cuya diagonal LB’ coincide con una diagonal de 
C’LMB’ . Como las diagonales se bisecan en ambos rectangulos, su punto de interseccion debe 
ser N, ya que N equidista de A', B’ y C’. 

Entonces, al ser iguales las diagonales de los rectangulos, N equidista tambien de L, M y 

K. 

Siendo A’K un dfametro del cfrculo y KDA’ un angulo recto (dfametro A’K ), el punto D 
tambien pertenece al cfrculo, asf como los pies E y F de las otras dos alturas, 

Teorema de Desargues 

Desargues vivio entre 1.591 y 1.661 Su teorema de los dos triangulos es tan importante 
como el de Pappus y puede tambien deducirse del teorema de Menelao. 

Su demostracion en el espacio puede hacerse usando solo relaciones de incidencia. 

Teorema de Desargues: Si dos triangulos ABC y AB ’C’ pertenecientes a pianos diferentes 
estan situados de modo que las rectas AA ’ BB ’yCC’son concurrentes, entonces los puntos de 
interseccion de los lados AB y AB’, AC y A’C’, BC y B’C’estan alineados. 

Demostracion: Si los pianos se cortan segun la recta £, la condicion de ser AA’, BB’ y 
CC' concurrentes en O asegura que las rectas AB y A’B’ estan en el piano de AA’ y BB’ por 
lo tanto se cortan en el punto de interseccion de este piano con £ y lo mismo vale para BC, 
B’C’ y CA, C'A' (Puntos R,S y T ) 

Si AB y A'B' (u otro par de lados) fuesen paralelas el las deben ser paralelas a £, podemos 
interpretar que se cortan en el punto en el infinito de £ 
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